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ONSOz

“Matematik” ders kitabi, Jeoloji-Madencilik ve Metalurji / Jeoloji, Madencilik ve Metaluriji,
insaat-Jeodezi / insaat ve Jeodezi, Elektroteknik / Elektroteknik, Makine / Makine, Ulasim /
Ulasim, Tasima ve Depolama, Tekstil-Deri / Tekstil, Deri ve Benzeri Uriinler ve Kimyasal Teknoloji
/ Kimya ve Teknoloji gibi mesleklerdeki IV. sinif orta mesleki egitim zorunlu Matematik dersi
O0gretim programina goére yazilmistir.

Kitap, belirtilen mesleki profillerin sekillenmesinde gerekli olan modern matematik biliminin
temel teorilerini ve kavramlarini ele almaktadir. Teorik ve pratik acidan, 4 farkli moddler tGnitede
icerikler ele alinmistir: diziler, temel reel fonksiyonlar, bir reel degiskenli fonksiyonlarin limiti
ve fonksiyonun tiirevi (diferansiyel hesabin temelleri), teori ve pratikte en gerekli ve en cok
kullanilan konular olarak.

Reel fonksiyonlarin ele alinmasina 6zel dnem verilmistir, burada her matematiksel kavram,
teori ve pratikteki ilgili mesleki bir kavramla iliskilendirilmistir, bu da 6grencilerin matematiksel
yontem ve araclarin farkli analiz ve arastirmalardan elde edilen sonuclarin yorumlanmasindaki
uygulamalarina yaklasmasi beklenmektedir.

Kitap, 6grencilerinteknik baglamdamatematikselproblemlericozmeydntemvetekniklerinde
ustalasmalarina yardimci olacak yeterli sayida ¢éziilmiis 6rnek icermektedir. Ornekler, genellikle
acitk kaynakli GEOGEBRA yazilim paketinde gizilen grafiksel gosterimlerle desteklenmektedir.
Kitap, kismen veya tamamen ¢ozilmemis ve 6grencilerin 6gretim materyalinde ustalasmada
ve 6grenme sonuglarina ulasmada daha fazla basari, verimlilik ve etkililik elde etmek amaciyla
bagimsiz calismalari icin tasarlanmis problemleri de icermektedir.

Bu ders kitabinda, yazarlar tarafindan olusturulan apletlere (etkilesimli dijital cizimler)
dijital kaynaklara dogrudan erisim saglamak icin bir baslangic girisimi yapiimistir.

QR kodlarini akilli telefonunuzla tarayin veya gorsel sunum veya
¢izim icin 6zel olarak olusturulmus apletlere dogrudan erismek igin etkin
baglantilari dogrudan bilgisayariniza girin.

Bu ders kitabinin hazirlanmasinda, 6neri ve yorumlariyla el yazmasinin kalitesinin artmasina
katkida bulunan denetleyenlerin 6zel bir payi vardir ve bu nedenle onlara 6zel tesekkirlerimizi
sunuyoruz.

Ders kitabinin teknik mesleklerdeki 6grenciler ve matematik dersini diger mesleklerde
okuyan diger 6grenciler tarafindan kullanilacagini ve edinilen bilgilerin 6zellikle doga bilimleri-
matematik ve teknik-teknolojik alanlardaki calisma programlarinda egitimlerine devam etmeleri
icin uygun bir temel olacagini umuyoruz.

Yazarlardan




MODULER UNITE 1
DiZILER

Bu modadler tinitede sunlari 6greneceksiniz:

Dizi kavrami

Aritmetik diziler

Genel terim. ilk n terimin toplami

Aritmetik dizilerin temel &zellikleri. interpolasyon.
Geometrik diziler

Genel terim. ilk n terimin toplami

Geometrik dizinin temel 6zellikleri. interpolasyon.
Yakinsak ve iraksak diziler

Yakinsak dizinin limiti

Sonsuz geometrik dizinin terimleri toplami




DIZILER

GERCEK SAYI DiZiLERI

1. GERGEK SAYI DiZILERININ TANIMI VE OZELLIKLERI
GIRIS
Gunluk hayatta sik sik bazi nesneleri, kavramlari veya sayilari belirli bir kurala veya diizene

gore mantiksal ve yonlendirilmis bir sirayla diizenlemeye ihtiya¢ duyariz. Bu tir bir dizenleme-
de, elemanlar bir dizide siralanir. Her elemanin bu dizide kesin olarak belirlenmis bir yeri vardir.

Ornek 1. Dizilere ait 6rnekler.

a) Milattan énce ikinci yiizyildan beri kullanilan Yunan harfleri bir dizide siralanmistir. ilk sira-
da @, ikinci sirada f, vb. ve son sirada, yani yirmi dérdiinci sirada @ bulunur. 1’e a harfinin, 2’ye
[ harfinin ve son olarak 24’e w harfinin karsilik geldigini yazabiliriz. a, f, ..., @ dizisini elde ederiz.

b) Her dogal sayiya 2 sayisinin kuvvetini karsilik getirirsek, yani 1’e 27, 2’ye 22, ..., n’ye 2", ...
karsilik getirirsek, 2 sayisinin kuvvetlerinden olusan bir dizi elde ederiz. 27, 22, ..., 2", ... dizisini

elde ederiz.

Tanim: (N) dogal sayilar kiimesinden (R) gercek sayilar kiimesine her /' : N — Rfonksiyona
gercek sayi dizisi denir.

Ornek 2. Her dogal sayiya karesini karsilik getiren bir dizi yaziniz.

Coziim:

Dizi elemanlarini daha kolay belirtmek icin fonksiyon kullanacagiz.
N={1,2,3,...,n,..}vef(x)= X olsun, dizi elemanlarini elde edecegimiz fonksiyon.
fH)=r=1, f(2)=2"=4, f(3)=3"=9,.. f(n)=n" ..

1,4,9,...,n°,... gercel sayi dizisini elde ettik.

Fonksiyonua : N — Rolarak belirtirsek, dizi elemanlarini elemanin sira numarasina gore a ve
bir indeks ile belirtebiliriz. Verilen 6érnekte sunu yazabiliriz:

fh)=a="=1, fQ)=a,=2"=4, f3)=a,=3"=9,.. f(n)=a,=n", ...




DIZILER

a,a,, a;, ..., 4,,...sayllarina dizinin terimleri denir. Dizi kisaca (a, ) sembolu ile gosterilir.
a, ilk terim, @, ikinci terim, a, Gglnci terim, a, dizinin N-inci terimidir.
a, sayisina dizinin genel terimi denir indisi ise, o terimin dizideki sira numarasini temsil eder.

Genel terim a, ‘yi elde etme kuralini biliyorsak diziye tamamen bellidir denir.

Ornek 3. Genel terimi a, = olan dizinin ilk 5 terimini yaziniz.

n+1

Coziim:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
al:—:—' aZZ_:_’ a3:—:—,a4:—:—’ a5:_:_

I+1 2 2+1 3 3+1 4 4+1 5 541 6
O halde, gergek sayi dizisinin terimleri: l,l,l,l,l,...,L,... dir.

23456 n+l

Ornek 4. a) Genel terimia, =3n+1, n €{1,2,3,4,5} olan diziyi yaziniz.
b) Genel terimi b, =3n+1, n €{1,2,3,...,n,...}. olan diziyi yaziniz.
Cozim:
a) b)
a =3-1+1=3+1=4 b=3-1+1=3+1=4
a,=3-2+1=6+1=7 b,=3-2+1=6+1=7
a;=3-3+1=9+1=10 b,=3-3+1=9+1=10
a,=3-4+1=12+1=13
a;=3-5+1=15+1=16 b =3-n+1

a) 4, 7, 10, 13, 16 gergek sayi dizisinin 5 terimi vardir. Bu dizi sonlu sayida terime sahip dizi
(sonlu dizi) olarak adlandirilr.

b) 4,7, 10, 13, 16, ..., 3n + 1, ... gercek sayi dizisinin sonsuz sayida terimi vardir. Bu nedenle
bu diziye sonsuz dizi denir.

(an) dizisini, stitun A ve B’yi tablo gériniminde kullanarak GeoGebra’da temsil edebiliriz;
burada siitun A’da terimin sira numarasi ve stitun B’de dizinin genel terim formuli yazilir ve
n’nin degeri Al alaninda degistirilmelidir. Formulin kopyalanmasiyla dizinin diger terimleri
elde edilir.



DIZILER

Ornegin, genel terimi @, =31+1 olan bir dizi verilmis olsun. C siitununda dizinin ilk 5 terimi
yazilmistir.

=3*A1 +1

Blwiw o

L5 I S % R L
b
=

WA=
[ TN BT T O - 7% T 5 B

(a,) dizisi, N kiimesinden R kiimesine bir fonksiyon olarak, koordinat diizleminde grafiksel
olarak gosterilebilir. Bu durumda, X -eksenine n sira numarasi ve y -eksenine a, degeri uygulanir.
Ornegin, ilk terime (1, a,) noktas, ikinci terime (2, a,) noktasi vb. karsilik gelir.

Ornegin, genel terimia, = 1 olan bir dizi verilsin. llk olarak, A ve B sttunlarinda terimlerin
n-+

sira numaralarini ve degerlerini elde ediyoruz. GeoGebra’daki “Nokta Listesi Olustur” komutu
ve doldurulmus A ve B sttunlarinin segilmesiyle, dizi geometrik pencerede grafiksel olarak tem-
sil edilir.

12 S| 3 «|E[EE)
N
1 1 1 05
2 2 033
08 3 3 025
4 4 02
28 A 5 5 017
6 6 014
o 4B : 7 7| 013
. « D R 8 8 011
 YHRRBLLERN(NEN"N 9 01
10 10 009
u] 1 2 3 4 5 5] 7 8 9 10 11

Sadece dizinin terimlerini grafiksel olarak gostermek istersek, bunlar sayi eksenindeki
noktalardir.

.. 1
Ornegin, genel terimia, = —lolan dizi, dizinin her teriminin degeri ayri bir nokta olarak tem-
n+

sil edildigi x eksenindeki noktalarla temsil edilir.
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0.20 0.33
0 0.1 02( 2.3 o g.__g 06 07 08 09 1
Ornek 5. %,g,%,%,z—;,... dizisi verilmistir. Deneme ve kontrol ile genel terimini belirtiniz.

2
Coziim: Dizinin genel terimia, = T ¢linkli paydadaki terimin sira numarasina 1 katiimis,
n+

payinda ise sira numarasinin karesi oldugunu goériyoruz.

Gergek sayilardan olusan dizilerin bazi karakteristik 6zelliklerini belirlemek igin birkag dizi 6r-
negine bakalim.

Ornek 6. Genel terimleri ile su diziler verilmistir:

2n 1 (-D"
a)a,=—— b)a,=——- a, =
e, n+l )a, n+1 €)@ n+1

¢)a, =2

Dizinin ilk bes terimini yaziniz, sayl dogrusu lzerinde gdsteriniz ve ardisik terimlerin
a,—a,, a,—a,, .., a,—a, icinn € N farkini belirtiniz.

Cozim:

a) Dizinin terimleri: 1,
1.67, ... elde edilir.

[SSHIN N
W | o0

3 5
% ,5,... veya yaklasik degerlerle yazildiginda: 1, 1.33, 1.5, 1.6,

133 1.6
o

0 02 04 068 08 1 g 1.41 51.5 1.8 2 el

a,—a :l—i:ﬁ:—l<0.8uradanal—a2<0e|deedi|ir.
b 33 3
4 3 8-9 1
a, —a, _E_EZT:_E< 0.Buradan a, —a, <0 elde edilir.
g _2n _2n+2_2n2+4n—2n2—2n—2n—2__ 2 <0
T h+l n+2 (n+1)(n+2) (n+1D)(n+2)

Buradandaa, —a,,, <0,yania, <a,, n €N elde edilir.

n+l”
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2n
Genel terimia, 2—1 olan dizi igin, dizinin artbigini soyleriz.

n-+
- . . 11111 y
b) Dizinin terimleri su sayilardir: E,E,Z,g,g,... veya yaklasik degerlerle yazarsak: 0.5, 0.33,
0.25,0.2,0.17, ...elde edilir.
0.250.33 X

—— T T T
0 0.2 D.40.5[].E 0.8 1 e

a, — zzl—lzﬁzl>0. Buradan g, —a, > 0 elde edilir.
23 6 6
a,—a, =l—l=ﬁ:i> 0. Buradan a, —a; > 0 elde edilir.
34 12 12
1 1 n+2-n-1 1
a,—a,, = = =

T T w2 (ah(nt2)  (nalnt2)

Buradandaa, —a,,, >0,yania, >a,, n €N elde edilir.

1
Genel terimia, = 1 olan dizi i¢in, dizinin azaldigini soyleriz.

n+
. . 11 11 1 .
c) Dizinin terimleri sunlardir: —5,5,—Z,§,—g,...veya yaklasik degerlerle yazarsak: -0.5, 0.33,
-0.25, 0.2, -0.17, ...elde edilir.
-05 -0.25 0.33 X

T T T . T .H_.l T T T
R i S b R ¢ 02 04 06 08 1

——l :7_3_2 = ) < 0. Buradan a, —a, <0 elde edilir.
2 3 6
4

_4v3_ 7 > 0. Buradan a, —a; >0 elde edilir.

I 1
_+_
3 4 1

a,—a, =—
a, —da; =

Buradan, n € N degerine bagli olarak farkin isaretinin degistigini elde ederiz.

n

olan dizi igin, dizinin ne artbigini ne de azaldigini soyleriz.

Genel terimia, =
n+1
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d) Dizinin terimleri: 2, 2, 2, 2, 2, ...dir.

a8 R

0 05 1 15

a,—a,=2-2=0.Buradan g, —a, =0 elde ederiz.
a,—a, =2-2=0.Buradan a, —a, =0 elde ederiz.

a,—a,,=2-2=0.Buradana, —a,, =0,yania, =a,, n €N elde ederiz.

n+l’

Genel terimi a,, = 2 olan dizi i¢in, sabit dizi oldugunu sdyleriz.

Bir dizinin artma/azalma 6zelligi, monotonluk 6zelligi olarak adlandirilir ve diziye monoton
dizi denir.

Tanim:

Eger herneN, a,<a,,,(a,—a, <0) ise, (a,) dizisi monoton olarak artandir, yani
a<a,<a;<..<a <a,, <

el S

Egerhern€NicinneN, a, >a,,,, (a,—a,, >0)ise,(a,)dizisi monoton olarak azalandir,
yania,>a, >a;>..>a,>a,, >..

EgerherneN, a,<a,,,, (a,—a, <0)ise, (a,)dizisi azalmayan dizidir.

EgerherneN,a,2>a,,,(a,—a,, 2 0ise,(a,)dizisi artmayan dizidir.

Ornek7.a, = n+l

5 dizisinin monotonlugunu inceleyiniz.
n+

Cozim:

Bir dizinin monotonlugunu incelemek igin, dncelikle dizinin birkag terimini yazmamiz gerekir:

% 2 i 2,...ve ardindan komsu (ardisik) terimlerin birkag farkinin isaretini belirlememiz gere-

3°4°576
kir:a,—a,, a, —a,,...
2 1 4 1
al—azz——iz——<0, az—a3:§——:——<0,...
3 4 12 4 5 20

Dizinin ilk birka¢ terimi arasindaki farkin isareti degismiyor, ancak monotonlugu incelemek

icin, n"inci ve (n+1Yinci terim arasindaki farkin genel olarak gegerli olup olmadigini belirleme-
miz gerekir.
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a,—a,., farkinin degerini belirleyelim:
2

_n+l n+2 (n+1)(n+3)—(n+2)

T 042 n+3 (n+2)(n+3)
_ (@ +4n+3)—(’ +4n+4) ' +4n+3-n"-4n-4 1 i
(n+2)(n+3) (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)

Buradan a, —a,,, <0 elde ederiz. Dizinin monotonlugu tanimina gére dizi monoton olarak

n+l

artandir.

n

Ornek6’dac)a, = =D
n+l

olarak verilen dizinin terimlerini sayi dogrusunda incelersek, hepsinin

(-1, 1) arahiginda oldugunu gorebiliriz. Bu, her n € N igin —1 < a, <1 olarak yazilabilir.

Tanim: (a,), n=1,2,3,...dizisi igin:
Her n dogal sayisiigin, a, < M olacak sekilde bir M reel sayisi varsa, dizi tistten sinirhdr.
Her n dogal sayisi icin &, 2M olacak sekilde bir m reel sayisi varsa, dizi alttan sinirhdir.

Hem yukaridan hem de asagidan sinirli olan dizi, yani her n dogal sayisiicinm<a, <M
olacak sekilde m ve M reel sayilari varsa, diziye sinirlidir denir.

Dizinin sinirhlik tanimi, dizinin terimlerinin mutlak degeri ile de ifade edilebilir.

Tanlm:{an |n eN} kiimesi sinirliysa, yanihern € N igin|a,| < A olacak sekilde bir A > 0 reel

sayisi varsa, (a, ) dizisi simirhdr.

Ornek 8.a, = 3—n” genel terimli dizinin M = 2 sayisi ile Gstten sinirli oldugunu ispatlayalim.
Cozim:

a, <2, yani 3—n* <2 oldugunu ispatlamamiz gerekir.
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Bilinen esitsizlikten baslayacagiz. n € N dogal sayi olsun, o zaman:

n>1 —n*<—-1 /43
n>12 3-n*<3-1
n>1 /(1) 3-n’<2

a, <2 oldugunu elde ettik. Dizinin 2 sayisi ile Ustten sinirl oldugunu kanitladik.

Ornek 9. Asagidaki dizilerin sinirliligini inceleyiniz:

3n+1 4n+3
c)a =
6n+5 " 4n+5

1
a)a, =5 b)a, = ¢)0,5;:0,51;0511;05111;...
n

Coziim:

a) Dizilerin sinirliigini incelemek igin, dizilerin sinirhligi tanimina gore:

Her n € N icin, |a

2n

len dizinin birkac terimini yazarak da gorebiliriz.
Dizinin ilk birkag¢ terimi sunlardir: l l

dir ve en biliylk deger 1 ile smlrlanabﬁlr

1
=2—S 1 veya baska bir deyisle, dizinin sinirliigini genel terimi veri-
n

11
g,g,... , gorildigu gibi bunlar degeri azalan kesirler-

b) Her n € N igin:

_[6n+5-Gn+4)|_[6n+5 3n+4| || 3n+4]_,
_‘6n+5‘_| 6n+5 ‘ ‘ 6n+5 |_‘6n+5 6n+5‘_ 6n+5‘_

Tanima gore, dizinin sinirli oldugu sonucu elde edilir.
c) Hern € N igin:

|4n+3| |an+5-2| |4n+5
an+s| | 4n+s | |4n+5 dn+

|=‘_ 2 |
| -

Dizinin sinirli oldugu sonucu elde edilir.

n—1
5 1 1{%} s 1 I- 1—1
_+ . —_+—-—10 =

0100 1 10 100 9

10 10

¢) Hern € N igin:

5 1 1 1
A= —+—2+—3+...+—n
10 10 10 10
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101-—L T
5.1 10") 5 1 107)_ 5 1 _46_23

=—+ < = =
10 10° 9 10 10 9 10 90 90 45

Buna gore, dizinin sinirli oldugu sonucu elde edilir.
Alistirma Sorulari:

1. Genel terimi verilmis olan dizinin ilk bes terimini bulunuz:

2 " p 1
- b)a, =(-1) a,=2 a, =

a)a, =
2. Monoton artan iki dizi yaziniz.

3. Monoton azalan iki dizi yaziniz.

4. \erilen dizilerin genel terimini bulunuz:

a)1,4,9,16,25,... b)1,3,7,15,31,... c)1,-1,1,-1,1,... ) 2,1,

0| —

2

N

3

N |~

Genel terimi verilen dizilerin monotonlugunu ve sinirhligini belirtiniz:

1
5.a,=—
3}1
n
6.a, =
n+3
7.a = n’
ot =5s
n
8.61,,:—”
e

9. Genel terimi verilen dizilerin monotonlugunu inceleyin:

3n-1 2—n -l il
a)a, == b) ay = 9a, =D Qay=n-2n  dya, =D
n 3 n— 2
10. Asagidaki dizilerden hangisi sinirlidir:
(-1)"-n? Cn+(-1)" 342

5
a)ay =——— b)a, =2n+(-1)" c)a, =

3n+2 ) an

2 n " gn
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2. ARITMETIK DIZILER

Bir basketbol maginin ilk ceyreginde ev sahibi takim 21 sayi atti ve bunu su sekilde yapt, 6nce
serbest atistan 1 sayi ath ve ardindan geri kalan basketleri “reket”ten att. Ev sahibi takimin sa-
yilarinin yanindaki skorbordda sirayla su sayilar yaziyordu: 1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21.

Bu kayit neyi temsil ediyor?

Bu kayit bir sayi dizisini temsil ediyor.

ikinci terimden baslayarak iki komsu terimin (her terim ve 6nceki terimi) farki belirlenebilir mi?
Evet, iki komsu terimin farki belirlenebilir ve 2'dir.

Ornek 1. Su diziler verilmistir:

a)3,4,5,6,7,... b)2,1,0,-1,-2,... ¢)—,=,=,—,—,... ¢)11.,6,1,-4,-9,... d)2,2,2,2,2,...
ikinci terimden baslayarak her terim ile dnceki terimi arasindaki farki belirleyiniz.

Cozim:

ikinci terimden baslayarak her terim ile 6nceki terimi arasindaki farkin sabit oldugu ve su de-
gerlere sahip oldugu gorilebilir:

a)l, b) -1, c) 2, ¢) -5, d)o.

Tanim: ikinci terimden baslayarak her terim ile &nceki terimi arasindaki farkin sabit bir sayi
doldugu a,,4,,4a;,...,a,,4a,.,,... dizisine aritmetik dizi denir.

a,,—a,=d, herneN igin.

Ornek2.1,3,5,7,9, 11, ... dizisi icin genel terimi ve her terim ile 6nceki terimi arasindaki far-
ki belirtiniz. Bu dizinin adi nedir?

Her terim ile dnceki terimi arasindaki farki belirleyiniz. Dizinin adi nedir?
Cozuim: Dizinin genel terimi a, = 2n —1'dir.

Ondan sonra iki komsu terim arasindaki farki belirtiyoruz: a, —a, =3-1=2
a,—a,=5-3=2 a,—a,=T7-5=2

a,—a ,,=(2n-1)-(2n-3)=2n-1-2n+3=2
Fark sabittir ve d = 2’ ye esittir.
Bu diziye aritmetik dizi denir.

Ornek 1’den, tanima gore, aritmetik dizinin d > 0 ise, monoton arttigini, d < 0 ise dizi mono-
ton azaldigini ve d = 0 ise sabit dizi oldugunu goérlyoruz.
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Genel olarak, a,,a,,a,,4,,...,a, ,,a,,... aritmetik dizisi verilmis olsun. Aritmetik dizi tanimin-
dan su sonug elde edilir:

a,—a, =a,—a,=a,—a,=...=a,—a, , =d

Asagidaki esitliklerden sunu elde ediyoruz:

a,—a,=d,yania,=a,+d
a,—a,=d,yani a,=a,+d=a,+d+d=a,+2d

a,—a,=d ,yani a,=a,+d =a,+2d+d =a,+3d

a,—a,,=d,yani a,=a,  +d.

Onceden elde edilen formiiller a, = a, , + d’de yerine konulursa a, = a, +(n—1)d elde edilir.

Teorem: Aritmetik bir dizinin genel terimii¢ina, = a, + (n —l)d gecerlidir.

Ornek 3.3, 5, 7,9, 11, ... aritmetik dizisinin 30. terimini bulunuz.
Coziim: Dizinin ilk terimi @, = 3 ve ortak fark d = 5-3 = 2dir. Her bir sonraki terim 2 artar.

Teoreme gore, otuzuncu terimi a,, = a, +(30-1)d, yani a,, =3+29- 2 =61 olarak hesapla-
yabiliriz.
Ornek 4.5, 1, -3, ... aritmetik dizisinde hangi terim -55e esittir?

Coziim: Aritmetik dizinin verilen terimlerinden ilk terimi, ortak farki ve n’inci terimi belirle-
yebiliriz: @, =5ve d =1-5=-4 ve a, =—55. Verilen degerleria, = a, + (n - l)d formiliine yeri-
ne koyarsak:

—55=5+(n—1)- (-4) = —55=5—4n+4, buradan n = 16 elde edilir.

Demek ki, aranan terim on altinci terimdir.
. 7 1 . .
Ornek 5.4, = X d= 5 ve a, =—10ise n’i hesaplayiniz.

Coziim: Verilen degerleria, = a; + (n —l)d formdllne yerine koyarsak:

—10:—z+(n—1)- —l :>—lO:—Z—£+lburadann:14eldeedilir.
2 2 2 2 2




DIZILER

Ornek 6. Bir aritmetik dizinin besinci terimi 19, onuncu terimi 39 ise diziyi belirtiniz.

Coziim: Sorunun sartlarindan @, = 19 ve a,, = 39 oldugunu biliyoruz. Aritmetik dizinin, ilk te-
rimi a, ve ortak farki d biliniyorsa tamamen belli oldugunu biliyoruz.

Su sonug elde edilir:

a;=a,+(5-1)d = 19=qa,+4d

a,=a,+(10-1)d =39=a,+9d
a,+4d =19

Bu sekilde, dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bunu ¢cozmekle
a,+9d =39

a,+4d =19 a,=19-4d a,=19-4d (a4, =19-4-4 (a =3
= = = =
a,+9d =39 |19-4d+9d =39 |5d=20/:5 d=4 d=4

elde edilir. Buna gore a, = 3 ve d = 4 oldugunu buluyoruz. Aranan dizi: 3, 7, 11, 15, 19, ...

Ornek 7. Bir magazada ayin ilk giinii 147420 denar gelir elde edilirken, ayni ayin 31’inde ge-
lir 95610 denar oldu. Azalan bir aritmetik dizi olarak temsil edilebiliyorsa, ortalama glnlik gelir
dislsi ne kadardir?

Coziim: Sorunun kosullarindan a, = 147420 ve a,, = 95610 oldugunu biliyoruz. Aritmetik dizi-
nin tanimindan elde ederiz:

ay, =a,+(31-1)d = a,, =a,+30d
ilk degerleri yerine koyarsak:

95610=147420+30d , 30d =95610-147420, 30d =-51810/:30

-51810
30

d= , d=-1727

Gelirler her glin 1727 denar azaliyor.

Ornek 8. Ugiincii, besinci ve yedinci terimlerinin toplami 39 ve dérdiincii ve dokuzuncu terim-
lerinin toplami 35 ise aritmetik diziyi bulunuz.

Coziim: Sorunun kosullarindan su denklemleri yazabiliriz:
a,+as+a, =39vea, +a, =35.

n’inci terimin formalind yerine koyarsak:
(a,+2d)+(a,+4d)+(a, +6d) =39 = 3a,+12d =39yaniq, +4d =13,
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(a,+3d)+(a, +8d) =35 = 2a,+11d =35
Su lineer denklem sistemini elde ediyoruz:

a,+4d =13 a,=13-4d a,=13—4d
= = =
2a,+11d =35 2a,+11d =35 2(13-4d)+11d =35

a, =13-4d a=13-4-3 a, =1
o o &
istenen dizi 1, 4, 7, ...

Ornek 9. 9 ve 37 sayilari arasina, verilen sayilarla birlikte aritmetik bir dizi olusturan 6 sayi ek-
leyin (yerlestirin).

Coziim: Verilen kosullardan, 9 ve 37 sayilari arasina 6 sayi eklememizve 9, , , , , , _
37 aritmetik dizisini elde etmemiz gerekiyor. Dizinin 8 terimi vardir ve ilk ve sekizinci terimleri
a, =9 ve ag=37'dir.

J

Genel terim formilinden (bu durumda sekizinci terim) ag = a, + 7d, yerine koyarak elde ederiz:

37=9+7d = d=4.
istenen dizi: 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 379 elde edilir.

Ornek 10. Bir magazada haftanin ilk giinii 10000 dinar, besinci giinii ise 22000 dinar ciro elde
edildi. Cironun her giin dlizenli olarak arttigi varsayilirsa, glinlik ciro artisini hesaplayiniz.

Cozim: Soruda cironun dizenli olarak arttigi belirtiliyor, bu da cironun bir aritmetik
dizi olusturdugu anlamina geliyor. Sorunun kosullarinda ilk ve besinci gliniin cirosu verilmistir,
yani a, = 10000 ve a; = 22000. Genel terim formiliinden a; = a, + 4d, yerine koyarak
22000 = 10000 + 4d = 4d = 12000, yani d = 3000 elde ederiz.

Alhstirma Sorulari:

1.2,5, 8, ... aritmetik dizisinin 15. terimini bulunuz.

2.5, 1, -3, ... aritmetik dizisinde, -51 sasyisi hangi terimdir?
3. Siradaki 120. tek sayiyl hesaplayiniz.

4. Siradaki 100. gift sayiy1 hesaplayiniz.

5. Bir kurulusun 1 Ocak 2000’deki borcu 50000 avro idi ve her yil bor¢ 3500 avro azalmistir.
Borg¢ kag yil sonra 22000 avro olur?
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6. Aritmetik dizi olusturan ¢ sayinin toplami 24’tir. ilk sayinin karesinin, tiglincii ve ikinci sa-
yilarin karelerinin farkindan 96 eksik oldugu biliniyorsa, bu sayilari bulunuz.

7. Mesleki orta 6gretim okulu atdlyesinde, avize iiretimi her ay ayni dinamikle artmaktadir. ilk
ay 200 avize, dordlincl ay ise 224 avize Uretilmistir. Hangi ay 272 avize Uretilmistir?

8. 12 ve 100 sayilari arasina, verilen sayilarla birlikte aritmetik dizi olusturan 10 sayi ekleyiniz.

9. Dordiincl ve altinci terimlerinin toplami -20 ve ilk ve besinci terimlerinin carpimi -140 olan
aritmetik diziyi bulunuz.

10. Verilenlere gore aritmetik diziyi belirtiniz:

a) a; +ay =—-22 ve as = 6.

b)ay +ajp =50ve a3 +a; =38,

11. Aritmetik dizide n’inci terimi bulunuz:

a)a;=4,d=3,n=8 c)ay=-9,d=5n=12

d:—l’n:9 Q)a1:a+b,d=a,n=15

]
b)a =—,
Ja =5 4
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3. ARITMETIK DIizZINiN iLK n- TERIMiININ TOPLAMI

Sonlu sayida terimiolan 1, 2,3, 4,5, 6, 7, 8,9, 10 aritmetik dizisi verilsin.

2ve9,3ve8, 4ve 7, 5ve b terimleri, 1 ve 10 ug terimlerinden esit uzakliktadir. Terimlerin
toplamiicin1+10=2+9=3+8=4+7=5+6=11gecerlidir.

Ozellik 1. Sonlu bir aritmetik dizide, ilk ve son terimden esit uzakliktaki herhangi iki terimin
toplami, ug terimlerin toplamina esittir, yania, +a, , ,, =a,+a,, 2<k<n

ispat: @, =a, +(k—ldvea, ,_, =a +(n-(k-1)-1)d =a, +(n-k)d

Toplamlari icin sunu elde ederiz:
a,+a,  =a+(k-Dd+a+(n-kyd=a +a,+(k-1+n-k)d=a,+a +(n-1)d =qa, +a,
%(—J

a,

elde etmemiz gereken de buydu.

Ayni aritmetik diziyi tekrar inceleyelim, ancak simdi sonsuz sayida terimle, yani 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9,10,..,n,...

Bu dizinin terimleri icin ne gecerlidir?
1+3' 3 2+4’ 4:3+5’ 5:4+6’
2 2 2 2

ilk terim harig, dizinin her teriminin komsu terimlerinin aritmetik ortalamasi oldugunu
gorlyoruz.

2=

Ozellik 2. Bir aritmetik dizinin ilk terimi disindaki her terimi, kendinden énceki ve sonraki te-
rimlerin aritmetik ortalamasidir, yani:

k>1,k eNicin, a, =%,din

ispat: a, ,,q,,4,,, bir aritmetik dizinin tg ardigik terimi olsun. Aritmetik dizinin tanimina gére
a,  +a
a,—a,, =a,,—a,yani2a, =a,  +a,,, gecerlidir, buradana, = %, k >1, k € N elde ede-
riz, kanitlamamiz gereken de buydu.

Bu 6zellik genellestirilebilir ve asagidakiler gegerlidir:

Ozellik 3. Bir aritmetik dizinin her terimi, dizide kendisinden esit uzaklikta bulunan herhangi
iki terimin aritmetik ortalamasidir.
+
Bu 6zelligi 2,4, 6,8,,12,14,16,18,... aritmetik dizisinde inceleyelim.
%/_J

+

8+12 6+14 4416 2+18
10 sayisi igin su gegerlidir: 10 = +2 , 10= +2 , 10= _; , 10= _; ) s
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D ortak farkiile a,,a,,a;,q,,...,a,,... aritmetik dizisi verilmis olsun. Aritmetik dizinin ilk n teri-
minin toplami S, ile gosterilir ve:

n
S =a+a,+ta;+..+a,yani S, = Za"
i=1

Ornek1.1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, ... aritmetik dizisinin ilk 10 teriminin toplamini bulunuz.
Coziim:

Sio=1+2+3+44+5+6+7+8+9+10=5- (1+10)=55

Ornekte ilk 10 terimin toplamini bulmamiz istendi, ancak ilk 100 veya 1000 terimin toplamini
bulmamiz gerekseydi ne olurdu?

Aritmetik dizinin ilk n teriminin toplami igin teoremi yazalim.

Teorem: Aritmetik dizinin ilk n teriminin toplami su formillerle hesaplanir:

n n
S :E(a1 +a,)veyaS, :E(Za1 +(n—1)d)

n

Ispat: S, =a, +a, +a, +...+a, , +a, , +a,ve ters sirada yazilmis sekli

S =a,+a, +ta, ,+..+a,+a,+a olsun.

iki esitligin sol ve sag taraflarini toplayarak ve sag taraftaki terimleri gruplandirarak:

28, =(a,+a,)+(a,+a, ) +(a;+a,,)+..+(a,_, +a,)+(a, , +a,)+(a, +a)elde edilir.
Ozellik 1’den:

a+a,=a,+a, =a,+a, ,=..=a,,+a,=a,,+a,=a,+a, oldugunu biliyoruz. Bunlar
yerlerine koymakla:

28, =(a,+a,)+(a,+a,)+..+(a,+a,)+(a,+a,), yani 28, = n(a, +a,) elde edilir. 2 ile bs-

n

lerek boldugumuzde S, = %(a1 +a, ) formilina elde ederiz, kanitlamamiz gereken de buydu.

Aritmetik dizinin n’inci terim formulini yerine koyarsak:

S, zg(a1 +a,+(n—1)d) yani S, =g(2a1 +(n—1)d) elde ederiz. Boylece ikinci esitlik de ka-

nitlanmis olur.
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Ornek 2. 2, 6, 10, 14, 18, ... aritmetik dizisinin ilk 50 teriminin toplamini bulunuz.

Coziim: Verilen aritmetik diziden a, = 2 ve d = 6-2 = 4 oldugunu belirleyebiliriz. O zaman ilk
50 terimin toplami S, :%-(2-2+(50—1)-4) = 5000 elde edilir.

Ornek 3. ilk n dogal sayinin toplamini bulunuz.

Coéziim: ilk n dogal sayinin dizisi 1, 2, 3, ..., n'dir, buradaa, = 1ve a, = n'dir. S, = %(a1 +a,)= g(l +n)

1
formullne yerine koyarsak, toplamicin1+2+3+...+n= n(n2+ ) elde edilir.

Ornek 4. Bir aritmetik dizinin ilk 20 teriminin toplami 230 ve dérdiincii terimi 5 ise, diziyi
bulun.

Coziim: Verilen kosullardan S,, =230 ve a, = 5oldugunu belirleyebiliriz. Aritmetik dizi form{il-

2
lerine yerine koyarak su denklemleri elde ederiz: TO(Za1 +(20—1)d)=230ve a, +3d =5,

24, +19d =23

Denklemleri sadelestirerek su dogrusal denklem sistemini elde ederiz: .
a,+3d =5

Sistemin ¢bzimi a, = 2 ve d = 1'dir.

istenen aritmetik dizi 2, 3, 4, ..., 21dir.

Ornek 5. Tek sayida terimi olan bir aritmetik dizide, orta terim 15 ve tiim terimlerin toplami

135’tir. Terim sayisini bulunuz.

Coziim: Sorunun kosullarindan S, = 135 ve tek sayida terimi olan aritmetik dizinin orta teri-

a,+a

minin L =15 oldugunu biliyoruz.

a,+a,
2

Aritmetik dizinin ilk n teriminin toplami formdline yerine koyarak S, :E(a1 +a,)=n

elde edilir. Oradan da 135 =n- 15 denklemini elde ederiz, yani n = 9 elde edilir.
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Alistirma Sorular::

1.5,9, 13, ... dizisinin 25. terimi ve ilk 25 teriminin toplami ka¢tir?

2.5a, + 10a; = 0 ve S, = 14 olan aritmetik diziyi bulunuz.

3.a,=7,d=5veS, =243 olan sonlu aritmetik dizide kag terim vardir?

4,3+7+11+... + X =210 denklemini ¢dziniz.

5. ilk terimi 7 ve 100. terimi 53 olan aritmetik dizinin ilk 100 teriminin toplamini hesaplayiniz.

6. 40.000 denar tutarindaki bir para, her bir sonraki kisinin bir dncekinden 500 denar fazla
alacagi sekilde 10 kisiye dagitilmistir. ilk ve son kisi kagar denar almistir?

7. “AA” kablo tretim sirketi 2015 yilinda 70.000 metre kablo Giretmistir. Sirket her yil kablo (re-
timini 500 metre artiriyorsa, 2025 yilinda kag metre kablo Uretilecegini ve tim dénemde toplam
ka¢c metre kablo Uretildigini belirtiniz.

8. ilk terimi 10 ve ilk on dért teriminin toplami 1050 olan aritmetik dizinin genel terimini bulunuz.

9. Bir aritmetik dizinin dordiinci terimi 9 ve dokuzuncu terimi -6’dir. Toplamin 54 olmasi icin
dizinin kag terimi toplanmalidir?

10. 30, 27, 24, ... aritmetik dizisinin ka¢ teriminin toplami 0’a esit olur?

11. Bir aritmetik dizinin ilk dokuz teriminin toplami 144 ve sonraki yedi terimin toplami 368'dir.
Diziyi bulunuz!
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4. GEOMETRIK DIiZiLER

Ornek 1. Su diziler verilmis olsun:

a)1,2,4,8,16,... c)5,-10,20,-40,80.,... d)5,5,5,...
1111 11 11

b)l,—,—,—,—,... ¢)99,33,11,—,—,...
2 4816 39

ikinci terimden baslayarak her terimin énceki terimine oranini belirtiniz.

Cozim:

ikinci terimden baslayarak her terimin énceki terimine oraninin sabit oldugu ve su degerlere
sahip oldugu gorilebilir:

1 1
a) 2, b c) -2, d) 1.
) 5’ ¢) 3

7

Tanim: ikinci terimden baslayarak iki ardisik terim arasindaki oraninin sabit bir sayi (q)
oldugua,,a,,a,,...,a,,a,.,,...dizisine geometrik dizi denir.

Hern e N igin,a,,, :a, =q.

Ornek 2.1, 2, 4, 8, 16, ... dizisi verilmistir. Dizinin genel terimini ve ikinci terimden baslayarak
her terimin dnceki terimine oranini belirtiniz. Diziye ne ad verilir?

Goziim: Dizinin genel terimi a, = 2" "dir.

2 2n—l
Orani hesapllyoruz:&:—:Z,&—i=2, ﬁzﬁ 2, T

a1 a, 2 a, 4 a2

n—1

Demek ki oran sabittir ve g = 2'dir.

Bu diziye geometrik dizi denir.

Ornek 1’den, tanima gére, a, > 0 i¢in geometrik dizinin g > 1 ise monoton olarak arttgini,

0 < g < 1ise monoton olarak azaldigini, q = 1 ise sabit bir dizi oldugunu ve g < 0 ise ne arttigini
ne de azaldigini gorebiliriz..

a, < 0 igin geometrik dizi, 0 < q < 1 ise monoton olarak artar, g > 1 ise monoton olarak azalir,
g = 1 ise sabit bir dizidir ve q < 0 ise ne artar ne de azalr.

Genel olarak, a,,a,,a,,a,,...,a, ,,a,,... geometrik dizisi verilmis olsun. Geometrik dizinin ta-

nimina gore su sonug elde edilir:
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a a a a
4 4y _ 4, _
=== = =q
a.  a, a a,_

Buna gore:

a, .

—=(q, yani, a2 = alq,
a

a,

a—=q ,yani, a, =a,q=a,q-q =a1q2,
2

a4 . _ _ 2 _ 3
—=gq,yan, 4, =a,q=a,q - 4g=a,q ..
a

3

a

7

« o . N ey ey -1 ope
=gq,vyani,a, =a, ,q, n’'inci terim esitliginden a, = a,q"" elde edilir

n—1

Teorem: Geometrik ilerlemenin genel terimi icina, = alq”_1 gecerlidir.

Ornek 3. Bir geometrik dizinin ilk terimi 3 ve yedinci terimi 192'dir. Geometrik dizinin ilk 7 te-
rimini bulunuz.

Coziim: Sorunun kosullarindan a, =3 ve a; =192 oldugunu biliyoruz.
Geometrik dizisi teoreminden su sonug elde edilir:

a,=a,-q° 192=3-¢°, ¢°=64, ¢=+2
Eger q = 2 ise, geometrik dizi 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, ../dir.

Eger q =-2 ise, geometrik dizi 3, -6, 12, -24, 48, -96, 192, ...dir.

Ornek 4. Bir geometrik dizisinin ilk terimi 3, ortak carpani 4 tiir. 3072 sayisi terimlerinden bi-
ridir. Bu terimin dizideki sira numarasi kagtir?

Coziim: Sorunun kosullarindan @, =3, g =4 ve a, = 3072 oldugunu biliyoruz.
a, = a,q"" tanimindan, yerine koyarak 3072 =3-4""'=1024 =4""' =4’ = 4" elde ederiz.
Buradan n -1 =5, yani n = 6 oldugu sonucu elde edilir.

O halde verilen sayi altinci terimdir.

. 1 1
Ornek 5.a, = _Z ve a, = 3—2 ise geometrik dizinin ilk terimini ve ortak ¢arpanini hesaplayiniz.
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1
Coziim: a, = a,q” ve a, = —Z olduguna gore alc]2 = _Z gerekir.

1 1
a, =a,q’ ve a, :z’den aq’ "% elde ederiz.

2
aq =——
Bu sekilde iki degiskenli iki denklemden olusan bir sistem elde ederiz: 14
5
aq =—
9 32
1
or e T .. a qZ _Z 1 . 3 1 .
Bu iki esitligi taraf tarafa bolersek, 2L —_* —— = —8elde ederiz, buradan ¢° = —=yani
alqs i 9 8
32

/ 1 1
q=73 —g = —E sonucu elde edilir.

ilk denklemde ortak ¢arpanin degerini yerine koyarsak:

1> 1
a| — =——=a, =
2 4

1
Dizinin ilk teriminin a, = =1 ve ortak ¢arpanining = —5 oldugunu elde ettik.

=—1 elde ederiz.

|

Ornek 6. as +a, =240 ve a, + a, =120 ise geometrikdizisinin ilk alti terimini yaziniz.

as+a, =240

Coziim: Sorunun kosullarindan su dogrusal denklem sistemini elde ederiz:{ . Bura-

a,+a, =120
dan’inciterima, = ag"'formilunt degistirmekle su iki degiskenli denklem sistemini elde ederiz:
4 2\ _
aq’ +aq’ =120 aq’(1+4*)=120-

4 2
aq (1+¢g
Denklemleri taraf tarafa bélmekle, : ( ) = 2;8, oradan da q = 2 elde edilir.

aq’ (1 + qz)

ilk denklemde ortak carpanin degerini yerine koyarak ilk terimin degerini elde ederiz:

240
a, - 24(1+22)=240 = al=E=3
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Geometrik Dizi Ornekleri 3,6,12, 24, 48,96, ...

Ornek 7: Bir kentin niifusu her yil %1 azaldig ve su anda 60.000 oldugu biliniyor. 10 yil son-
raki ntifusu hesaplayiniz.

Coziim: Nifus azalmasi geometrik dizi prensibine gore gerceklesir. Geometrik dizinin ilk te-

rimi a,= 60000°dir. Azalma orani p = 1% oldugundan, geometrik dizinin ortak carpani ¢ :1_%

1
formiltyle bulunur. Bu durumda, ¢ zl—m =1-0,01=0,99 elde edilir. 10 yil sonraki nifus is-

tendigi icin, n = 11’dir (su anki nufus a,, 1 yil sonra a,, ..., 10 yil sonra a,;).

a,, = a,q" formilinden, a,, = 60000- 0,99 = a,, = 54263
Sonug olarak, sehir 10 yil sonra 54.263 nifusa sahip olacaktir.

Ornek 8: 10 ve 160 sayilari arasina, verilen sayilarla birlikte geometrik bir dizi olusturacak se-
kilde g say1 yerlestiriniz.

Coziim: 10 ve 160 arasina 3 sayi ekleyerek 10, , , , 160 seklinde bir geometrik dizi olustu-
rulmahdir. Bu durumda a, = 10 ve a; = 160°dir.

a, = a,q" formiilinden, 160 =10- ¢*= ¢* =16 ve dolayisiyla ¢ = +2 bulunur.
iki olasi geometrik dizi vardir:

g=2ise, dizi10,20,40,80,160tr.

g=-2ise, dizi10,-20,40,-80,160tr.

Ornek 9: “AA” sirketinin Ocak ve Mart aylarindaki toplam metal ihracati 1.300.000 $ kar geti-
rirken, Subat ve Nisan aylarindaki toplam ihracat 2.600.000 $ kar getirmistir. Karin geometrik bir
dizi seklinde arttig1 varsayilirsa, ilk dort aydaki tretkenligi belirtiniz.

Coziim: n’ ci aydaki karra,olsunn=1,2,3,4.

Odevin kosuluna gore
a, +a, =1300000
a, +a, =2600000 gerekir.

2 3 ™"
Teoremden:a, =a, q, a,=a,- q"vea, =a,- q elde edilir.
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Denklem sistemini ¢ozerek devam ediyoruz.

ay(1+¢%)=1300000
ayq(1+¢*) = 2600000

Birinci denklemi ikincisinde degistirmekle 1300000 g = 2600000 elde edilir.
Denklem sistemini ¢ézdiiglimiizde q = 2 ve a; = 260000 elde ederiz.

Bu durumda:

Ocak ayi kari g, =260000$

Subat ayr karia, =260000-2 =5200005

Mart ayi kari a, = 260000-2* =1040000 $

Nisan ayi kiri a, = 260000-2° = 2080000 $ elde edilir.

Alistirma Sorulari

1. 8,4,2,...geometrik dizisinin 10. terimini bulunuz.
2. 1,3,9, 27, ... geometrik dizisinin 20. terimini bulunuz.
3. Ortak carpani (boleni) 4 ve 8ci terimi 256 olan geometrik dizinin ilk terimini bulunuz.

4. Bir geometrik dizinin 4’cli terimi 162, 6’ci terimi 1458 ise, ilk terimini ve ortak ¢arpanini
bulunuz.

5. 160 a, +a, = 80 ve a4 + a, = —80 ise geometrik diziyi bulunuz.
6. 3, b, 75 sayilari geometrik dizi olusturacak sekilde b sayisini bulunuz.

7. Bir geometrik dizinin 6’ci ve 4’cli terimleri arasindaki fark 72, 3’cii ve 1’ci terimleri arasin-
daki fark 9 ise, geometrik diziyi bulunuz.

8. Bir geometrik dizinin ilk g teriminin toplami 6, ikinci,li¢lincii ve dordlinci terimlerinin
toplami -3 ise, geometrik diziyi bulunuz.

9. Bir geometrik dizinin ilk iki teriminin toplami 15, siradaki iki teriminin toplami 60 ise, ilk
terimini ve ortak carpanini bulunuz.

10. Bir geometrik dizinin Gglnci ve birinci terimleri arasindaki fark 24, besinci ve birinci te-
rimleri arasindaki fark 624 ise, ilk terimini ve ortak ¢arpani bulunuz.

11. ay—a, +a; =13 ve a5 +a, =78 ise, geometrik dizinin ilk bes terimini yaziniz.
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5. Geometrik Dizinin ilk n Teriminin Toplami
1,2,4,8, 16, 32, 64, 128 gibi sonlu sayida terime sahip bir geometrik dizi verilmis olsun.

2 ve 64, 4 ve 32, 8 ve 16 terimleri, 1 ve 128 ug terimlerinden esit uzaklktadir. Bu terimlerin
carpimlari sabittir:1-128=2-64=4-32=8-16=128.

Ozellik 1: Sonlu bir geometrik dizide, ilk ve son terimlerden esit uzakliktaki herhangi iki teri-
min ¢arpimi, ug terimlerin ¢carpimina esittir. Yani,

a,* a, 4= a,, 2<k<n

(=0=D=1) — 4 (0

i k-1
Ispat:a, =a,q" vea, ., =aq q

— g%
Bunlarin carpimindan, g, -a, , , =aq" -

n

(n—k) __ (k=l+n—k) __ (n-1) _
aq =a4-a-q =a-q4q =44
.. H_J
elde edilir. a,

Ayni geometrik diziyi bir daha inceleyelim, fakat simdi sonsuz sayida terimleri olsun:
n-1

11, 2,4,8,16,32,64,128,..., 2 ,...
Bu dizinin terimleriyle ilgili nasil bir baginti vardir?
2’=1-4,4=2-8,8=4:16,16"=8-32, ...
Goraldagi gibi, dizide ilk terim disinda her terimin karesi, komsu terimlerinin carpimina esittir.

Ozellik 2: Bir geometrik dizinin herhangi bir terimi (ilk terim harig), kendisinden dnceki ve
sonraki terimlerin geometrik ortalamasidir.

.. 2 . .
k>1,keNign,a =a,_, - a. vyania =la_ - a,, dir.

: . 0 g . I o a a
Ispat: a, ,,a,,q,,, bir gecometrik dizisinin ardisik tg¢ terimi olsun. Tanim geregince —— = &L

Ay 4
gecerlidir. Oradan ak2 =a,,- a,,yanik>1, k e Nigin,a, =./a, ,- a,,, elde edilir. Zaten bunun
ispatlanmasi gerekirdi.

a,#-1,1veq#-1
Bu 0Ozelligi genellestirebiliriz:

Ozellik 3: Bir geometrik dizinin herhangi bir terimi, dizide kendisinden esit uzaklktaki herhan-
gi iki terimin geometrik ortalamasidir.

Ornek: Bu 6zellig 1,2,4,8,,32,64,128,256,... geometrik dizisinde inceleyelim.
N
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16 sayisi icin: 16> =8-32, 16 = 4-64, 16> =2-128, 16> =1-256, ...

a,,a,,d,,4,,...,4,,... ortak ¢arpani ¢ olan bir geometrik dizi olsun. Bu dizinin ilk n teriminin

toplami S,, ile gosterilir:
n
S =a+a,+a,+..+a,yani S, = Zai dir.
i=1

a,#2-1,1veq#z-1

Ornek 1: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, ... geometrik dizisinin ilk 10 teriminin toplami-

ni bulunuz.
Coziim:

Sio=1+2+4+8+16+32+64+128+256+512=1023

Geometrik dizinin tim terimlerini yazmak ve ardindan toplamlarini hesaplamak yerine, geo-
metrik dizinin ilk n teriminin toplami i¢in bir formul kullanacagiz.

n

Teorem: Geometrik dizinin ilk n teriminin toplami g — Za, su formille belirtilir:

i=1
"1
Sn:al'q 5 qil
qg-1

ispat:

ilk n- terimin toplami, S, =a, +a, +a, +...+a,  +a,

ve bunu geometrik dizisinin n-ci terimine degistirirsek,

S =a +aq+aq’ +..+aq" " +aq"" elde edili.

Esitligin her iki tarafini g ile carparsak:

S, =aq+aq’ +aq..+aq"" +a4q" elde edilir.

Simdi, ikinci esitliktentaraf tarafa ilk esitligi cikarirsak:

qgS,—-S =aq+aq’ +aq’.+aq" " +aq -a -aq-aq —..—aq" —aq"", yani

qS,-S,=a4q" —a,, elde edilir.
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S, (¢-1)=q, (q” —1) elde edilir.

-1
Buradan S, ifade edilirse, geometrik dizisinin ilk n-terim toplamiolan S, = q, ~q—1, q#1
formlu elde ediyoruz. Zaten bunun ispatlanmasi gerekirdi. 4
Ornek 2: 3, 6, 12, ... geometrik dizisinin ilk 20 teriminin toplamini bulunuz.
- G . . o q' -1 i
Coziim: Verilen diziden a, = 3ve ¢ = 2 oldugunu belirleyebiliriz. Bunlari S, = a, - 1 forma-
q_

line degistirmekle

2% 1

S, =3

=3(1048576—1) =3 145 725 elde edilir.

. 1
Ornek 3: Ortak ¢arpani g = —5 olan ve ilk on teriminin toplami olan bir geometrik dizi-

nin ilk terimini bulunuz.

10

Cozim: S, = q, formilinden:

AR 1-1024
1023 | 2 _ 123 Tiops 1023 341
512 1 512 ' 3 512 '512

| _Z

, yani a, =3 elde edilir.

Ornek 4: Ortak ¢arpani 3 olan bir geometrik dizinin ilk alti teriminin toplami 728’dir. Geomet-
rik dizinin dokuzuncu terimini hesaplayiniz.

Coziim:

6 6
-1 -
S, =aq, 9 olduguna gére, 728 = g, > 1

q-1 3-1

= 728=a, - 364, yania, =2 elde edilir.

Geometrik dizinin dokuzuncu terimini a, = a,¢* formiiliiyle bulabiliriz. Buna gére,
a, =2- 3* =13 122 elde edilir.

Ornek 5: ilk terimi 5 ve ortak carpani -4 olan geometrik diziden kac terim toplanmalidir ki top-
lam 262145 olsun?
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n

formulin-

Coziim: Odevin kosulundan S, = 262145, a, = 5ve g =—4 degerlerini S, =g, el

(4" -1 a-

de yerlestirmekle 262145 =5- elde edilir. Buna gore

262145 = &1_1 = 262144 = (-4)" = (-4)" = (-4)’ ve n =9 elde edilir.

Ornek 6: Bir geometrik dizinin ilk dért teriminin toplami 40 ve sonraki dért teriminin toplami
2187’dir. Dizinin terimlerini bulunuz.

Coziim: Verilen bilgilere gore, S, =40ve S; — S, =3240'tir. Geometrik dizinin n- terimi form-
[Gnd kullanarak su denklem sistemi elde edilir:
a +aq+aq +aq =40

f—
(a1 taq+aq’ +aq +aq'+aq’ +aq’+aq’ ) - (al +aq+aq’ +aq’ ) =3240

a,+aq+aq’+aq =40 - al(l+q+q2+q3):40
aq' +aq’ +aq’ +aq =3280 | a4 (1+q+q> +q*)=3240

ikinci denklemi birinci denkleme bolersek:

aq' (1+q+4°+4°) 3240

4 . -
= = q =81, yanig=+3elde edilir.
a1(1+q+q2+q3) 40 1

q=3igin, q, (1+q+q2 +q3) =40 esitliginden, birinci denklemden g, (1+3+32 +33) =40, yani
a, =1bulunur. Geometrik dizi: 1, 3,9, 27, 81, 243, 729, 2187'dir.

q=-3icin, 4 (1+g+4" +4") =40 esitliginden
a, (1+(=3)+(-3)" +(-3)" ) = 40 denklemi elde edilir ve oradan a, = —2 bulunur. Geometrik dizi:
-2, 6,-18, 54, -162, 486, -1458, 4374 elde edilir.

Ornek 7: Bir projede calisan 5 kisiye 74416 denar dagitilmalidir. Her bir sonraki kisi bir énceki
kisiden %20 daha fazla alacak sekilde dagitim yapilmalidir. Her biri kacar denar alacaktir?

Coziuim: Verilen bilgilere gore, toplam miktar S, = 74416, n = 5'tir. Artis geometrik dizi pren-
sibine gore gerceklesir. Ortak carpan g = 1+% formdiliyle hesaplariz, burada p = 20%’dir. Bu

20
durumdag =1+——=1,2dir.
100
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5 5

= 74416 = a, = elde edilir.
1,2—-1

Bu degerleri toplam formulinde degistirmekle S5 = g, 9 1
O halde 74416 = a, - 7,4416 esitliginden a, = 10000 elde ilir. :

ilk kisinin 10000 dinar alacagini bulduk. Geometrik dizinin n- terimini belirleme tanimini kullanarak,
her kiginin alacag miktari bulabiliriz: ilk kisi a, = 10000, ikinci kisi a, = a,¢ =10000- 1,2 =12000,
tgtinc kisia, = a,q =12000- 1,2 =14400, dordlncli kisia, = a,q =14400- 1,2 =17280, besinci kisi
as=a,- q=17200- 1,2=20736 denar.

Alistirma Sorular::

1. Bir geometrik dizinin son terimi 112, terimlerin toplami 217 ve ortak ¢arpani 2 ise, ilk te-
rimi hesaplayiniz.

2.-1,3,-9, ... geometrik dizisinin ilk 10 teriminin toplamini hesaplayiniz.
3.6, 12, 24, ... geometrik dizisinin ilk 8 teriminin toplamini hesaplayiniz.

4. ilk terimi a, = -2 ve ortak ¢arpani q = 2 olan geometrik dizinin ilk 15 teriminin toplamini
bulunuz.

5. Bir araba 10.000 euro’ya satin alinmistir. Arabanin degeri, yilin basindan itibaren yillik %10
azalmaktadir.

6.0, =2, a, =64, S, =126 olan bir geometrik dizide q ve n’yi bulunuz. 4 yil sonra arabanin de-
geri ne kadar olacaktir?

7.a;=2,q=-3,85, =-364 olan bir geometrik dizide a, ve n’yi hesaplayiniz. 10 yil sonra ara-
banin degeri ne kadar olacaktir?

2 2
8.a)as =—, g = —— olan geometrik dizide a, ve S;’i hesaplayiniz.
1 4

b)a, =—, g =——, a, = ———olan geometrik dizide S, ve n'yi hesaplayiniz.
)164q 3 =T o4 g y play

9.a¢—a, =216, a3 —a; =8, S, =40 olan bir geometrik dizide a,, q ve n’yi hesaplayiniz.
10. Ug say1 geometrik dizi olusturmaktadir. Onlarin toplami, ayni terimlerin ¢carpimsal tersle-

T .. -
rinin toplamina esittir ve terslerinin toplamina esittir ve 5 dir. Bu sayilar hangileridir?

11. Bir i¢ basamakl sayinin rakamlari geometrik dizi olusturmaktadir. ilk ve ticlincii rakamin
toplami, onlar basamagindaki rakamdan 7 fazladir. Sayinin rakamlari ters sirada yazilirsa, elde
edilen yeni lGi¢ basamakli sayi verilenden 792 kadar daha blyuk olacaktir. Bu hangi sayidir?
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6. DiZILERIN LiMiT DEGERLERI

Genel terimi (a,) olan bir dizide n surekli arttikca ne oluyor?

Ornek 1: Verilen dizilerin ilk bes terimini bulunuz ve ondan sonra koordinat sisteminde ve sayi
dogrusunda gosteriniz:

1 1\
Aa, ==  bla, =) oa =1+ ga-("L  da =2
2" n n+1
Cozim:
o . L1111 . . . . .
a) a, =—dizisinin ilk bes terimi: —,—,—,—,—,... dir. Koordinat sisteminde ve sayi dogru-
2" 2 4816 32
sunda gosterimi asagida gosterilmistir:
1-2-1Y A B
1 1 1 0.5
7, 2 0.25
= 3 3 0125
06 = < 0.0625
o
0.4 5 5 0.03125
. 6 6| 0.01563
= ® 7 7 0.00781
*® o o o %
== 1 2 3 4 i) 6 ¥ 8 g 1.[] 8 8 0.00391
g9 9 9 0.00195
X
— e

T '-' T T -' T T T T T
-01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sunu fark edebiliriz: n’nin degeri arttikca, dizinin terimleri klictlir ve sayl dogrusunda 0’a
yaklasir, yani noktalar 0 etrafinda yogunlasiyorlar (Koordinat sisteminde noktalar x- eksenine
yaklasir.)

b) a, = (-1)" dizisinin ilk bes terimi: —1,1,—1,1,—L,..’dir. Koordinat sisteminde ve say dogru-
sunda gosterimi asagida gosterilmistir:
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151y A B [
1 1 -1
1 ® ® ° ® ®
2 2 1
0.5 3 3 -1
X.| 4 4 1
10123456?89105 5 -
e 6 6 1
-1 ® ® ® ® ® 7 7 -1
8 8 1
-1-5
X

T T T . T T T T T T T T T T T T T T T T T T T .. T T
-12 -1 -08 -06-04-02 0 02 04 06 08B 1 1.2
Gorduglmiuz gibi, n’nin degeri arttikga, dizinin terimleri -1 veya 1 degerlerinde kalmaktadir.

Tek indisli terimler -1’e, cift indisli terimler ise 1’e esittir. Terimler sayi dogrusunda -1 veya 1'de
toplanir. (Koordinat sisteminde noktalarin ikinci koordinati -1 veya 1’dir.)

(-1y" 3254

c)a, =1+ genel terimli dizinin ilk bes terimi: 0,—,—,—,—, ... ‘dir. Koordinat sisteminde
ve sayl doérusu’?\da gosterimi asagida verilmistir: 345
21Y A | B
1 1 0
15 ® 2 2 1.5
® 3 3 0.66667
1 i ‘ * |4 4 1.25
i ° ? T 5 5 0.8
05 6 6 1.16667
7 7 0.85714
18 % 5 4 5 & 7 8§ s 1o | 8 8 1.125
9 9 0.88889
-02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Gorildiga gibi, n'nin degeri arttikga, dizinin terimleri 1 noktasina gore sirayla sol ve sag ta-
rafta yer almaktadir. Terimler 1’e yaklasmaktadir. (Koordinat sisteminde noktalary = 1 dogrusu-
na yaklasmaktadir.)



¢) Genel terimia, =(-1)

n+l

1
. olan dizinin ilk bes terimi: —,—
n+l 2

sisteminde ve sayl dogrusunda gosterimi asagidaki sekildedir:

y

05 ®
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2,i,—i,z,...’dir. Koordinat
34 56

=

5

W | ~N 3D ;| W =

W w0~ O ;O B W N -

0.5
-0.66667
0.75

-0.8
0.83333
-0.85714
0.875
-0.88889
0.8

'l_l_-._f-l T T T T T T T T T T '.' T -m T
-1 -08 -06-04-02 0 02 04 06 08 1

Goraldigu gibi, n'nin degeri arttikga, dizinin terimleri 1 veya -1’e yaklasmaktadir. Tek indis-
li terimler 1’e, ¢ift indisli terimler ise -1’e yaklagsmaktadir. Terimler sayi dogrusunda 1 veya -1'de
yogunlasir. (Koordinat sisteminde noktalary = 1 veya y = -1 dogrularina yaklasmaktadir.)

d) Genel terimi a, = 2" olan dizinin ilk bes terimi: 2, 4, 8, 16, 32, ..dir. Koordinat sisteminde
ve sayl dogrusunda gosterimi asagidaki sekildedir:

__.y e - = =
60
1 1 2
50 2 2 4
40 3 3 8
4 4 16
30 -
5 5 32
20
° 6 6 64
10 =S 7 7 128
s * x| 8 8 256
0 1 2 3 4 L] 53 ¥ 8 a 10 9 g 512
X
T H T '. T T T .’ T T T T T T T . T
o2 4 & 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 3
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Gorildiga gibi, n’nin degeri arttikga, dizinin terimleri artar ve belirli bir toplanma noktasi yok-

tur. (Koordinat sisteminde noktalar x ekseninden uzaklasir.)

Tanim: Herhangi bir pozitif € reel sayisi igin (a—&,a+ &) agik araligi, sayl dogrusunda A
noktasinin &-komsulugu olarak adlandirilir, yani A noktasina karsilik gelen a reel sayisinin
&-komsulugudur.

Tanim: Her ¢ > 0 reel sayisi igin, dizinin sonsuz sayida teriminin (a — &,a + ¢) araligina ait
oldugu durumda, a reel sayisina (a,) dizisinin yigilma noktasidir denir.

Ornek 1’de:

a) dizisinin bir yigilma noktasi vardir ve o say1 0 dir ¢linkii dizinin sonsuz sayida terimi (0 —&,0 + &)

araligina aittir.

b) dizisinin 1 ve -1 olmak Gzere iki yigilma noktasi vardir, ¢linkd dizinin sonsuz sayida terimi

(=1-¢&,~1+¢&)ve (1-¢&,1+¢&) araliklarina aittir.

c) dizisinin 1sayisi olmak Gzere bir tane yigilma noktasi vardir, ¢link{ dizinin sonsuz sayida te-

rimi (1—¢,1+ &) araligina aittir.

¢) dizisinin 1 ve -1 olmak Uzere, iki yigilma noktasi vardir, ¢linki dizinin sonsuz sayida terimi

(1-¢&,1+¢)ve (-1—&,—1+¢&) araliklarina aittir.

d) dizisinin yigilma noktasi yoktur.

Sonuclar gorsel gosterime gore elde edilmistir ve ispatlanmayacaktr.

Tanim: (a,) dizisi, her € > 0 i¢in, n > n, oldugunda |a, —a| < ¢ esitsizligini saglayan n,(¢)

dogal sayisi igin bir a € R reel sayisi varsa diziye yakinsak (limit degeri olan) dizi olarak
adlandirilr.

areel sayisina (a,) dizisinin limit degeri olarak adlandirilir ve lim a, = abigiminde yazilir.

n—>0

lima, =a < (V&>0)(In,(¢) e N)(Vn=n,(s))

n—x0

a,—a|<e
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Yukaridakine denk olan bir tanim daha yazilabilir.

Tanim: (a,) dizisinde n sonsuza varirken (yaklasirken), a noktasdinin herhangi bir e
komsulugunda dizinin sonsuz sayida terimi varsa ve bu komsulugun disinda yalnizca sonlu
sayida terim varsa a sayisina (a,) dizisinin limit degeridir denir.

Bunu su sekilde yaziyoruz:

lima, =a

n—»0

Tanimdan su sonug elde edilir: Bir dizinin limit degeri varsa, no noktasindan baslayarak

a a

n+2> Ay 135+ SONSUZ sayida terim (a — &,a + £) araliginin icinde yer alir ve yalnizca sonlu sa-
yida terim (ilk 7o terim) bu araligin digindadir. a sayisi ayni zamanda dizinin yigilma noktasidir.

ny+12

a a a. a a
-?1 : : —e3 {o§ o—nﬁ}—oﬂ' — e, X
-€

d

Tanim: Yakinsak olmayan (a,) dizisi, iraksak (divergent) dizi olarak adlandirilir.

Limit degeri lim @, =+ooyada lim a, = - olan (a,) dizisine iraksak dizi denir.
n—»x© n—0

Dizilerin yakinsaklik acisindan davranisi asagidaki infografikte gorulebilir:

Yakinsak degildir

Belirsiz iraksaktir

+c0’a iraksar —oo jraksar




DIZILER

Yakinsak olmayan dizilere 6rnek:

Genel terimi a, = 2" olan dizi i¢in, lim 2" = +oo dir ve dizi +oo’a iraksar.

n—»0

Genel terimi a, = —2n olan dizi i¢in, lim (—2n) = —o’dir, dizi -oo'a iraksar.
n—0

Genel terimi a, = (—1)" olan dizi igin, lim (-1)" yoktur, dizinin degerleri 1 ve -1 arasinda sonlu
n—»0
olarak salinim yapar.

a, =(=1)"n genel terimli dizi igin, lim (—1)"n yoktur, dizinin degerleri sonsuz olarak salinim
n—>o0
yapar -oco ve +oo'a variyorlar.

. 1 . - o o .
Ornek 2: [—J dizisinin lim degeri 0, yani 11ml = 0 oldugunu tanim geregince ispatlayalim ve
n n—0 n

£ :B icin (@ —&,a+ ¢€) . komsulugunun disinda kalan terimlerin sayisini belirtelim.

1
Coziim: Genel terimi a, =— olan dizi verilmistir ve dizinin sinir degerinin a = 0 oldugu
kanitlanmalidir. "

£ > 0 yeterince kiictk, keyfi secilmis bir reel sayi olsun. O zaman

a, — a| < ¢ ifadesinden:

1 "
< ¢, yani—< ¢ elde edilir.
n

L o
n

1
Buradan n > — oldugu sonucu elde edilir.
£

1 1 1 1
— bir dogal sayi ise, n, =— dir, ya da —pozitif bir reel sayi ise, n, z[—} ‘dir (pozitif reel sayi-
& & & &

nin tam kismi).
1
1

10

1
& =—/ig¢in, ny =—=—=10 elde edilir.
10 £
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10'a esit veya daha kuglk indisli al,az,...,amterimler(a —-&,a+ g)arallgmm disindadir ve 10’dan

blyik indisli terimler an,a,z,a13,...(a —-&,a +5)arallg|ndad|r. Yani, 1,5,...,E(dizinin sonlu sayida

1 1 1 1 1
terimi S — | =(-0.1: araliginin disindadir ve —,—,—,... (dizinin sonsuz sayida
)[0 1O,0+ ) (—0,1;0,1) aralig $ TRIRE ( y

terimi) (—0,1;0,1) araligindadir.

1 1 1
A 9 ) 1
3 2
—(4'—%’—'—' —0 O PN
-0.1 0 101
1
.. ) n 1 . .. |
Ornek 3: lim = — oldugunu tanim geregi kanitlayalim ve ¢ =——icin (a —&,a + &) kom-
e 2p+1 2 100

sulugunun disinda kalan terimlerin sayisini belirtelim.

1
Coziim: a, = dizisinin limit degerinin a :E oldugu kanitlanmalidir.

2n+1
& > Oyeterince klguk, secilmis herhangi bir reel sayi olsun. O zama |an —a| < g‘dansunlar elde

edilir:

n — |
2n+1 2

<g,

2n—-2n-1
2(2n+1)

<&

-1
dn+2

<g,

Yani

<¢g
dn+2

1-2¢

1
4n+2>—, yanin> =n,(&) elde edilir.

&
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19 1 1 49
1 700 50 50 49 49
g=—ise,ny=—00 - 30 _30 27 \oniy | 22 1= 24 elde edilir. Dizinin ilk 24
100 4 1 12 2
100 25 25
I . e e (1 1 1 1
terimi araligin disindadir ve 25 ve daha buyuk indisli terimleri| ————;—+—1=(0,49;0,51)
2 100 2 100
araligindadir.
Ornek 4:a, = o dizisi verilmistir. Bu dizinin limit degerinin%olduéunu gosterelim. n’nin
n+
1
hangi degerleri igin |a, 2 < 0,01 esitsizligi saglanir?
n
Cozim: a, = An il genel terimi ile verilmis olan dizinin limit degeri % oldugunu gostermek
1
icing > 0icin|a, 2 < & oldugunu gostermeliyiz. O halde
B O R o T |
"4l [dn+1 4] | 4@n+l) | 4@dn+)
1 . . 1 .
a, ——| < € olduguna gére ———— < & gerekir.
4 4(4n+1)
1-4¢
—<¢g & 1<d4e(dn+1) < l1<lbne+4e <lone>1-4s < n> .
4(4n+1) 16 ¢

e = 0,01 son esitsizlikte degistirmekle n > Ll = L=l = 0%
16-0,01 0,16 0,16

=6, elde edilir, yani

n,=6.

Verilen esitsizlik, dizinin yedinci teriminden itibaren saglanir.
L
Ornek 5: a, = 2" genel terimli dizinin limit degerini belirtelim.
L
Coziim: a, = 2" genel terimli dizinin birkag terimini yazalim:
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n=1: 2'=2
1
1 _ 0 _
n=2: 22=141 n=10  2° =107
1 : 1
n=3: 23=1.26 lima,=1 1 2" >1,VneN
n—>0
Dizinin limit degeri tanimindan su sonug elde edilir:
L 1
7 _ql<e ;10g2<log(1+8)
1 . log2
2" <1+¢ /log log(1+ &)
. L . . log 2 .
Yani, her £ >0 igin, dyle bir dogal sayI ny = ———=—— var ki, n>n,, |an —1|<5 olacak ve
log(1+¢)

lim2" =1dir.
1

Not: lima” = 1, Va>0.

n—>0

Teorem: (a,) dizisi yakinsak oldugu durumda, limit degeri tek olarak bellidir.

Teoremi ispatlamadan kullanacagiz.

Alstirma Sorulari:

2n 1
1la,= o dizisi verilmistir. Limit degerinin 5 oldugunu gosteriniz. Hangi n'den itibaren
n+
1
a, Y < 0,0001 esitsizligi saglanir?
n2
2. a, = e dizisi verilmistir. Limit degerinin 2 oldugunu gosteriniz. |a, —2‘ < 0,1 esitsizligi han-

gi n'den itibaren saglanir?

3. lim L
n—oo n

1
=1 oldugunu tanim geregi kanitlayin ve & :m icin (a—¢&,a+ ) komsulugunun di-

sinda kalan terimlerin sayisini belirtiniz.
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4. lim
noe p+]

sinda kalan terimlerin sayisini belirleyin.

-1 1
=2 oldugunu tanim geregi kanitlayin ve & :E icin (a —¢&,a+ ¢) komsulugunun di-

) 1
5. lim " ; :5 oldugunu tanim geregi kanitlayin. ‘an —a| < 0,01 esitsizligi hangi n’den itibaren
saglanir?

2
6. lim 2 2
oot +1

=3 oldugunu tanim geregi kanitlayin.

. Sn*+3 5 . . T . .
7. lim ln e = _E oldugunu tanim geregi kanitlayin. ‘an —a| < 0,01 esitsizligi hangi n’den itiba-
Nn—>0 n

ren saglanir?

2
. —-3n+4 1
8. hm% =E oldugunu tanim geregi kanitlayin. |a,, —a| < 0,01 esitsizligi hangi n'den iti-
noe QpT 4

baren saglanir?

3n+1 3
9. lmsn :E oldugunu tanim geregi kanitlayin. |a, —% < 0,001 esitsizligini saglayan n’yi
n>® 5p +
bulunuz.
. 1-3n 3 . .. 3 TV ,o
10. lim 5 :—Eoldugunu tanim geregi kanitlayin. an+5 < 0,1 esitsizligini saglayan nyi bulun.
n—>0 n
(=" o
11.a, =1+ genel terimli dizi verilmistir.
n

a) Dizinin ilk altr terimini yazin.
b) Terimleri sayi dogrusunda gosterin.
c¢) Dizinin monoton olup olmadigini kontrol edin.

¢) Dizinin sinirl olup olmadigini kontrol edin.
d) lim a, =1oldugunu tanim geregi kanitlayiniz.

n—®0

e) ‘an —1| < 0,001 esitsizligini saglayan n’nin degerini bulunuz.
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7. YAKINSAK DiZILERLE iSLEMLER

Bu bolimde, terimleri yakinsak dizilerin terimlerinden elde edilen diziler olusturulacak ve yakin-
sak dizilerin sinir degerlerini bilerek bu dizilerin sinir degerlerini belirleme kurallari verilecektir.

Teorem: (a,) ve (b,) dizileri yakinsak olsun ve lima, = a ve limb, = b olsun. O halde

n—>0 n—»o0
an

b

n

J dizileri de yakinsaktir ve su ozellikler gegerlidir:

(an +bn)l (an _bn)l (an ' bn)r [

lim(a, +b,)=lima, +limb, =a+b

n—x0 n—x0 n—x0

im(a, 4,)=(tima, ) (lmb, ) =a-b

lima,
lim| 2 (=222 22 p20
e\ b, | limb, b

n—0

lim (k-a,)=k- lim a, =k-a, keR

n—>0 n—0

ispat:

Teoremin sadece bir kismini, yanilim(a, +5, ) =lima, +limb, = a + boldugunu kanitlayacagiz.
n—ow n—»0 n—0

lima, =avelimb, =bve & >0 olsun.

n—>0 n—>0

n, € N, (a,) dizisinin tim terimleri a'nin e-komsulugunda bulunur.

n, € N igin, (b,) dizisinin tim terimleri b’nin &-komsulugunda bulunur.

£ & ..
n, :max{nl,nz} olsun. O zaman n = n, igin |a, —a|<5 ve bn—b|<5 gecerlidir. Ugcgen

esitsizliginden:

la, +b, ~(a+b)| =|(a, ~a) +(b, ~b)| <|a, ~a| +]b, ~5] < §+%= & oldugunu buluyoruz. Bu-
radan, lim(a, +b,) = a + b elde edilir.
Teoremden ve liml = 0 dizisinin limit degeri kullanilarak, ispatlanmaya gerek kalmadan dizi-

n—>x0 n

lerin limit degerleri hesaplanabilir.

.. 1
Ornek 1: Genel terimi a, = 2+— olan dizinin limit degerini hesaplayiniz.

n
1 1

Coziim: lim(2 +—J =lm2+lim—=2+0=2
n—>0 n n—»00 n%wn
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2

. . on+n .
Ornek 2: lim ——— degerini hesaplayiniz.

o 3n° +4

Coziim: Payi ve paydayi n’nin en yliksek derecesiyle bolecegiz (veya n’nin en yliksek derece-
sini parantez disina alacagiz) ve ardindan teoremi uygulayacagiz.

n* +n 1
_nt+n 2 M 1o
lim = lim —2 = lim n o -,
> 3p 44 ne3pP 44 woe s 4 3403
n® n’
Ornek 3: limﬁ degerini hesaplayiniz.
n—02n° +3n
4n—1 4 1
. 4n -1 ) 2 .
Céziim: llmg;:hmzni:hmn e 0 _0_
n>02n® +3n now 2n® +3n o, 30 240 2
n’ n
) o 3n’ +2n° +5 L
Ornek 4: Genel terimi a, = ————— olan dizinin limit degerini hesaplayiniz.
2n” —n+1
Coziim:
(3 20 5 2 5
3,402 Sttt 34—+ —
) . 3n+2n"+5 . n non . non 3
lima, = lim—— =lim =lim ==
n—o oo I —n+1 n—o 3 21’13 n 1 n—w 1 1 2
W e———=t— 2-—+—
oo on nn

(p") geometrik dizinin limit degeri, p’nin degerine bagli olarak:

yoktur, p<-1
. a0, -l<p<l
lim p" =
n— o 1, p:1
+00, p>1

n+l n+2

ﬁgenel terimli dizinin

5}1

Ornek 5: (p") geometrik dizinin limit degerini kullanarak a, =

limit degerini bulunuz.
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Coziim:
5-5"+49.7"
. S 5.5"449.7" 70
llmﬁ= 1mﬁ=hmﬁ:
ne 5" 477 noo 5477 noo 5047
7}1

5 n
5 /=1 +49-1"

. 7 5-0+49-1 49
=lim = =—=7
now (5" 0+7-1 7

—| +7-1"

Ornek 6. Genel terimi verilmis olan dizinin limitini hesaplayiniz:

)a 1

a _

n 4;1
1-2"

b)a =

)a, 3+2m!

Cozim

b) lim a, = lim ———— = lim ——=— = lim —2— =
poe e 340" e 34070 e 34272

2}’!

e (1Y 0+2 2
30— +1-2
2
Ornek 7. Verilen dizilerin limitlerini hesaplayiniz:

2 +n'=Tn+5 . 2 3n+1
a) lim 22— b)hm( noo2nT ) ) lim(v2n+3 /21

03 +2n° —5n+8 n+l 4n-3 e
Cozim:
2 IS 7.5
. 2n’+n*=Tn+5 . n* o’ ondon’ . 2+;_77+173
a) lim—; > =lim =lim
230’ +2n° =Sn+8 e ((3p' 2p® Sn 8 ) g 2 5 8
P35 T 37 357 3 n n* o n
n n n n
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. (2n 3n+1Y) . 2n(4n-3)—(3n+1)(n+1) . 8n*—6n—3n"—4n-1
b hm — = |1m = |lim —
e\ p+l 4n-3 ) now (n+1)(4n—3) n—w (n+1)(4n—3)
2507 _10n 1 10 1
5w ~10n -1 P ) T TS
= > = > =lim -
n—o 4p - +n-—3 n—»o0 (4,,1 n 3) n—»0 1 3
n—+—=—= +——=
2 2 2 n n
n- n n

N2n+3++/2n
c)lim(v2n+3—+2n)=lim(v2n+3 —/2n |- =
’Hw( ) ”"“"( )\/2n+3+\/2n

 (V2ne3an)(Vzne3+2n)  (Nan+3) —(Van)
=lim =lim =

e V2n+3+2n e 243420

) 2n+3-2n
=lim

3
e \2n+3+2n " N2n+34++2n

0

Ornek 8: Genel terimi verilmis olan dizinin limitini hesaplayiniz:

3 +1)* —(n+2)° n+1)l4n!
a) a, = n s b)an:(n )2 (n )2’ c n:( )

n’ -7 (n=1)"=(n-2) (n+1)1—n!
Cozum
G rim D ) nbent L] k2

no (n+1)-n! _"—>°°(n+1)-n!—n! _"—>°°n!(n+l—l) n>o

Dizilerin yakinsakligini belirlerken, terimleri ayni sinir degerine sahip iki yakinsak dizi arasina
yerlestirme yontemi de siklikla kullanilir. Bu yontem, asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem (Sandvig Teoremi): (v, ) ve(z, ) dizileriigin,lim y, = limz, = ¢ € Rolsun. Her nigin

Y, <x, <z,ise, (x,)dizisinin de bir sinir degeri vardir ve limx, = c’dir.

n—0

Ornek 9: Genel terimli x, =4/5" + 7" olan dizinin limit degerini hesaplayiniz.
Cozim:

7" <5 4T < T 47", yani 7" <5" +7" <2-7" olsun. Buradan 7<%/5" +7" <%/2-7 elde
ederiz.
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n—»0 n—0 n—®

1 1
lim2” =1 olduguna goére, lim7 =7 ve lim(Z" -7] =1-7 =7 elde edilir. Buna gore,

lim*%/5" +7" =7 oldugunu buluyoruz.

n—0

.. 1
Ornek 10: Genel terimi y, =1—— olan dizinin birkag¢ terimini yaziniz ve limit degerini
n
belirtiniz.

1
Coziim: y, =1——olsun. O halde:
n

1 1 1 1
=1--=0,y,=1-—=0,5,..,, =1-—=0,9,..,, =1-—=0,99,
i ] 2 > Yio 10 Y100 100

H—>00

. 1
n —oo oldugunda, y, — 1 olur. Buradan 11m(1 ——J =1sonucuna varabiliriz.

n—0 n

.. 1
Ornek 11: Genel terimi z, =1+— olan dizinin birkag terimini yazin ve limit degerini belirtiniz.
n

1
Coziim: z, =1+—olsun. O halde:
n

z, :1+%:2, z, =1+%:1,5,...,210 :1+%:1,1,...,2100 :1+ﬁ=1,01,

. ) 1 _
n — oo oldugunda, z, =1 e varir. Buradan llm(1+— =1sonucuna varabiliriz.

n—x0 n

Asagida, dizilerin karakteristik bir limit degerini gorecegiz.

) 1"
Ornek 12: Genel terimi x, :[1+—) olan dizinin limit degerini hesaplayalim.
n

n

1 1 1 2 1 10
xl=(l+TJ =2, xzz{l+gj =2,25 .., xm:(H—Ej = 2,59374246,...,

1 100 1 1000 000
X100 :(1+EJ =2,70475832 7+++1 %1000 000 Z[l+m] = 2,71828314

1 n
Coziim: x, :(1+—] olsun. O halde:
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. . 1y - T

Sezgisel olarak, hm£1+— =e sonucuna varabiliriz. Bu sinir degerini ispatlamadan
o n—>0 n

kullanacagiz.

Not:
e sayisi Neper sayisi olarak da adlandirilir ve dogal logaritmalarin tabani olarak kullanilir.

e sayisl irrasyonel bir sayidir ve yaklasik degeri e = 2.72'dir.
e sayisinin ilk 29 ondalik basamagi sunlardir:

e=2,718281828459045235360287471352

n—»0 n

1 2n
a) lim(l + —j ;
Nn—»0 2n

1 2n
Cozim: lim(l +—J =e

n—>0

Ornek 13: hm(l+—j = e limitini kullanarak asagidaki limit degerlerini belirtiniz:

1 2n-2
b) lim(l + j
n— dn+1

2n-2

1 2n-2 1 4n+1 ‘Z;;I limZn—Z l
Coziim: lim| 1+ =|lim| 1+ =e"rantl = g2
n—sc 4dn+1 n— 4dn+1
c) 11m£n+2j
n—o0 n_
Coziim: 1im(”+2 =lim(1+n+2—1 =lim(l+wj =lim[1+ > j -
n—o\ n—3 n—o n—3 n—>0 n—3 n—>0 n-3
5n
I 31,3
: 5
lim 2L
=| lim| 1+ ! =3 = ¢°
n—>0 n —'3
5
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d) lim[1+ ! J
n—> n+2

Coziim:

1 n 1 n+2-2 1 n+2 1 -2
lim| 1 + =lim| 1+ =lim| 1+ lim| 1+ =e- 17 =e
n— n+2 n— n+2 n—o0 n+2 n—o n+2

e) lim(l +i)
n—>o0 n

n n— %
Cézﬁm:lim(l+ij =lim 1+l = lim 1+i =| lim 1+l =¢’
n—0 n n— ﬁ n—>0 ﬁ n—» 2
4 4 4
) lim dn+1
e 4n+3

oo (A1 (4n+3-2Y" . (4n+3 2 ) 2 Y
Coziim: lim =lim| —— | =lim - =lim|1- =
no\ 4n+3 noo\ - 4n+3 oo\ 4n+3  4n+3 "0 4n+3

—2n

4n+3‘ —2n ﬂ m
-2 4n+3 -2
=lim| 1+ =lim| |1+ ! =
n—o 4n+3 n—w dn+3
-2 -2

2n i —2n _i 1 \/;

— hm e4n+3 — erzg?O4n+3 =e 2 - —

e Je e

Tekrarlama alisirmalan

Genel terimiyle verilmis olan su dizilerin limitini hesaplayiniz:

4p -1 7—5n n’+2n-3
L= , 2.a,= 3.a,=—5——
2n+3 10n n —n+4
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- — 2 2n-3)(4n+1
4'an:n 45 5.an=32” 2 6'an=5n 33n .an=(" )(4n+1)
n+3n n-—4n 2-3n Sn—4
3/ 3 n n+l
8. a :M 9. a, :3+—52
3n—4 5" -3""
Verilen limitleri hesaplayiniz:
4 2 n n
10, lim 22 41 11, fim ! 12. lim—= 3
n>e 2p” —pt +2 o\ p+l n+2 o QM 431

n-1 —3n+2
13. Tim(Vn +1-n ) 14, lim(l +l) 15, 1im[1+lj

n—>0 n—>0 n n—»o0

| !
16. lim (n+3)4 (n+3)! 17. lim(\/n2 —n+3—«/n2 +5n—6)
n—w (n+5)!=(n+3)! n—e

18. Tim| 271
n>o\ 2p —1
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8. Sonsuz Geometrik Dizinin Terimlerinin Toplami

Su sonsuz geometrik diziyi ele alalim: al,alq,alqz,alq3,...,alq”’1,..., ... Burada a = 1 ilk terim
ve ( geometrik dizinin ortak carpanidir.

Su diziyi olusturalim:

S, =aq,

S, =a,+aq,

2
S,=a,+aq+aq,

2 n—1
S =a+agqtaq +..+aq"",

(S,) dizisinin yakinsak oldugunu, yani lim S, = S oldugunu varsayalim, burada S sonlu bir reel

n—>0

sayidir.

Tanim: (S,) dizisinin limiti S degerine, a,,a,9,a,9",... sonsuz geometrik dizisinin toplami
denir eger

limS, =Sisea +aq+aq’ +..+aq"" +..=S gerekir.

n—>0

Ortak ¢arpan g’'nun degerine bagh olarak birka¢ durumu ele alacagiz, yani |q| =1, |q| <lve
|q| >1,veS, =a, +aq+aq’ +..+aq""

1. |q| =1olsun, yaniq =1veyaq=-1.

1.1.Egerq=1ise:S, =a,+a,-1+a, -1’ +..+q,-1"" =a,-nvelimS, = +wolur.

n—»o0

1.2. Eger g = —1ise:

S =a +a - (-D+a, (-1’ +..+a-(-1)" =a,—a,+a,—a, +..+a -(-1)"" olur ve n degerine

bagh olarak, toplam a = 1 veya 0 olacaktir ve (S,) dizisinin iki yigilma noktasi vardir, yani lim S,

n—»w

limitinin degeri yoktur.

2. |q| <lolsun, o zaman sonsuz geometrik dizinin ilk n teriminin toplami:
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_1 n _1 n 1
S, = q =a 1 +q ,yani S, =aq, q—+a1 —— elde edilir.

ql g-1 ¢q-1 g-1  "1-¢

! 1
|q|<loldugunda 11mq =0dir, dolayisiyla lim S, —hm[a1 A 1+a11 ] = lal elde edilir.
n—»o0 n—o0 q_ _q _q

Buna gore, (S,) dizisinin yakinsak oldugu ve sonsuz geometrik dizinin terimlerinin toplaminin
su sekilde kisaltilarak yazilabilecegi sonucu elde edilir:

|q| <ligin,a, +a,q+a,q’ +...+a,q"" +... =1L dir.
—-q

3. |q| >1olsun, o zaman lim¢" = oo ve (S,) dizisi iraksaktir.

Buradan, |q| > licin sonsuz geometrik dizinin toplaminin mevcut olmadigi sonucu elde edilir.

Ornek 1:1, ,... geometrik dizisinin toplamini belirtelim.

cees 2n71

4>|~

1
2’

1
Cozim: aq, =1, ¢q :5, yani |q| <1oldugundan, dizinin toplami:

l+l+l+...+ | +..= ! =i=2
2! 1 1
l-—— =
2 2
Ornek 2: l—l+l—i+...toplam|n| belirtelim.
16
- , e 1 1
Cozuim: Toplami sonsuz bir geometrik dizinin terimleri olarak ele alirsak, g, :E veq= —5 ol-

dugunu goriiyoruz, yani |q| <1 olur ve toplami su sekilde hesaplayabiliriz:

1 1 1
111 1 B 7 5 1
—_—t .. = 1 = 1=?=§
2 4 8 16 )
2 2 2

Ornek 3: 0.777... periyodik (devirli) ondalik sayisini sonsuz bir geometrik dizinin terimlerinin
toplami olarak ifade ediniz ve ardindan bu toplami hesaplayiniz.
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Coziim:
0,777...=O,7+0,07+0,007+...:l+L+L+...:
10 100 1000
1 1
1 1 1 10 10 1 7
| .| =7 7. 105 L
10 10> 10 1—i 9 9 9
10 10

Ornek 4. 21,3(54) devirli sayiyi, en sade sekilde bir kesir olarak gosterelim.
Cozim:

21,3(54) = 21,3545454...= 214+ 0,3+ 0,054+ 0,00054 + ... =

54
3
:21+i+5—43+5—i+5—47+...:21+i+ 10 _
10 10° 10° 10 10, 1
10°
54 54
— 214241000 5y, 3 1000 5,3 6
1 10 99 10 11- 10
100 100
_21-110+3- 11+6 2349
11- 10 110
Ornek 5. 2+§+£+£+... = 15—1—5+1—5—1—+... esitligini ispatlayalim.
5 25 125 2 4 8

Coziim: Oncelikle, iki sonsuz geometrik dizinin toplamini ayri ayri hesaplamamiz gerekiyor.
4 : G
Sol tarafta, a, =2ve g = g olan sonsuz bir geometrik dizinin toplami vardir:

g 32 128 2
2+—4+—+ .= =
5 25 125 l—i

5

=10

v =]

Sag tarafta, a, = 15 olan sonsuz bir geometrik dizinin toplami vardir.
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15 15 15 15 15 15
q=—%ve15—?+———+,,,: = =—=10

48 1——l 1+li
2 2 2

Gorildigi gibi, iki sonsuz geometrik dizisinin toplami esittir. Bununla teorem ispatlanmistr.

. 3
Ornek 6: Sonsuz geometrik dizinin toplami 4 ve ikinci terimi a, ZZ’tUr. Geometrik diziyi
belirtiniz.

3 3
Coziim: Verilen bilgilere gore, S =4, yani 4 4 ve a, =Z , yani a,q :Z tar. Bu sekilde su

l-q
a, _4
_ =4-4 =4-4
denklemler sistemi elde edilir: I-¢ & 4 qc> 4 q
3 4a,9 =3 4(4-4q9)q =3
aq =Z

ikinci denklemden 16¢ —164¢> = 3, yani16¢° —16q +3 = 0 elde ederiz.

1 3

Buna gore ortak ¢arpanin ¢6zimi icin g' :Z ve ¢"=—elde edilir.
Bunu birinci denklemde a, = 4 —4q yerine koyarsak:
L 1 . N .
llk ¢ozim icin @,'=4—4- —=3, yani geometrik dizi 3+—+—+..., ‘dir.

4 4 16
H . e e . . " 3 . . .« . 3 9 7 g
Ikinci ¢cozim icina,"=4-4- Z: 1, yani geometrik dizi 1+Z+£+... elde edilir.
Ornek 7: Bir kenari a olan eskenar bir licgende, kdseleri icgenin kenarlarinin orta noktalari

olan eskenar bir liggen cizilir. ikinci Giggene benzer sekilde tigiincii bir licgen cizilir ve bu bdyle
devam eder. Tum Uggenlerin cevrelerinin toplamini hesaplayiniz.
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Coziim: Elde edilen ilk dort Gg¢genin ¢izimini yapalim:

c

ik Gggenin kenari a ve gevresi L, = 3a’dir.
ikinci ticgen, ilk icgenin orta tabanlarindan elde edilir, dolayisiyla ikinci eskenar ticgenin ke-

3
nar < ve cevresiL,=3- 2 - Zair,
2 2 2

Uglincii tiggen, ikinci Giggenin orta tabanlarindan olusuyor, dolayisiyla benzer tiggenin kenari

(SRR

3
=Zve cevresiL;=3- 2 =i,
4 4 4

3
Benzer sekilde, L, = ?a elde edilir, vb.

Tdm Gggenlerin ¢evrelerinin toplami:

Lol +Lyt L =3q 4230 3a _3a 34 _,
2 4 1
2

8

Ornek 8:4/24/24/2+/2... ifadesinin degerini bulunuz.
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Coziim: Kokl ifadelerin ozelliklerinden yararlanarak sunu elde ediyoruz:

V2222 =2 W2z =42 42 Wz =

|NIH

1 1 1 1 11 1
—V2- 42 Y2 2. =27 2% 8. g6 =02 e

1—

=2

==

o —

1
——
8 16

Il
[\

Alistirma Sorulari:

1 1
1.1-—+———+... toplamini hesaplayin.
3 9 27 P pray

2.5+—+ +... topl |
. —T—— T...toplamini Ilesapa n.
116 y

3.4+7+§+3—5+E lﬂ
3 64

4. Sonsuz bir geometrik dizi igin S =10 ve a, = 6 verilmistir. Ortak garpani g’yu bulunuz.

+...toplamini hesaplayin.

4 .
5. Sonsuz bir geometrik dizi igin S =25ve g = g verilmistir. Ilk terim a’i bulunuz.

6. Bir kenari 2 olan eskenar bir liggende, kdseleri verilen Giggenin kenarlarinin orta noktalari
olmak lzere yeni bir eskenar licgen cizilir. ikinci (icgene benzer sekilde {i¢iincii bir ticgen cizilir
ve bu boyle devam eder. Hesaplayiniz:

a) Tum Uggenlerin alanlarinin toplamini,

b) Tim Uggenlerin ¢evrelerinin toplamini.

7. \3/5%/5\/3 5... ifadesinin degerini hesaplayiniz.

8. 3\/7\/3\/7\/3\/7... ifadesinin degerini hesaplayiniz.

9. 3.252525... sayisini sonsuz bir geometrik dizinin terimlerinin toplami olarak ifade edin ve
ardindan toplami hesaplayiniz.

10. Sonsuz bir geometrik dizinin toplamini kullanarak 4.35(6) sayisini indirgenemez (en sade
sekilde) bir kesir olarak ifade ediniz.

11. Sonsuz bir geometrik dizinin toplamini kullanarak 3.4(25) sayisini indirgenemez bir kesir
olarak ifade ediniz.
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TEKRARLAMA VE PRATIK UYGULAMA SORULARI:
1. Genel terimiyle verilmis olan dizinin monotonlugu ve sinirliligi belirtilsin:
2n
a, =
n+l

2. Genel terimiyle verilmis olan dizinin monotonlugu ve sinirlihgi belirtilsin:

2

n
a =

2
"ont=2

3. 2 ve 26 sayilari arasina, verilen sayilarla birlikte aritmetik bir dizi olusturacak sekilde bes sayi
ekleyiniz.

4. Bir geometrik dizinin ilk terimi 1 ve ortak ¢arpani 2’dir. Dizinin bir terimi 512°dir. Bu terim di-
zinin kaginci terimidir?

5.a;—a, =36vea, —a, =—18 ise geometrik diziyi bulunuz.
6. Sehirde farkh tcretlendirme modellerine sahip iki taksi sirketi bulunmaktadir:
A: Baslangi¢ 100 dinar, B: Baslangi¢c O dinar,

kilometre basina 50 denar kilometre basina 60 denar
Marko’nun is yerine 7 kilometre mesafesi varsa hangi taksi sirketini segmelidir?

Talimat: Gegilen kilometreye bagli olarak bir sayi dizisi yazin (10 terim).

Elde edilen dizi ne tur bir dizidir?

7. Bir bankaya 2000 euro yatirmak istiyorsunuz.

ilk banka size aylik %3 faiz teklif ediyor.

ikinci banka size aylik %2 faiz teklif ediyor, ancak her ay anapara faiz tutari kadar artiyor.
Her iki modele gore de ilk yilin sonunda hesabinizda ne kadar para olacak?

Her iki modele gore de besinci yilin sonunda hesabinizda ne kadar para olacak?
Paranizi hangi bankaya yatirmalisiniz? Segiminiz yil sayisina bagl mi?

8. igor yaz tatilinde bir pizzacida 14 giin ¢calismak istiyor. Pizzaci sahibi ona iki 6deme secenegi
sunuyor:

A: 1.gln 100 denar, B: 1.glin1denar,
2. glin 200 denar, 2 glin 2 denar,
3. glin 300 denar, 3. glin 4 denar,
4. glin 400 denar 4. gln 8 denar

a) igor hangi modeli segmelidir?
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b) Igor’un her iki modelde de ayri ayri ne kadar kazanacagini hesaplayiniz.

9. 50.000 denar, her bir sonraki kisinin bir 6ncekinden 1000 dinar daha az aldigI 10 kisiye
dagitlmistir.

ik kisi kac denar almistir ve son kisi kac denar almistir?
10. Bir bitkide baslangicta 30 bakteri vardi ve sayilari her saat ikiye katlandi.
ikinci, dérdiincii ve dokuzuncu saatlerden sonra bitkide kac bakteri olacaktir?

11. Tadey’in 2 ebeveyni, 4 bliyikanne ve biylikbabasi, 8 bliyik biylikannesi ve bliylikbabasi vb.
vardir. Tadey’in kendinden 6nceki bes nesilde kag atasi vardir?

Siz ka¢ nesil atalarinizi biliyorsunuz? isimlerini bir tabloya yazin.

12. 24 metre yiksekligindeki bir situndan bir top dlser ve her sicramada diisiilen mesafenin
%3’line ulasir. Top yere nihayetinde durmadan 6nce ne kadar yol kat eder?

13. Yeni kripto para biriminin baslangi¢ fiyat1 5 dolardir. Her giin 2 dolar artarsa, 16 giin sonra
kripto para biriminin fiyati ne kadar olur?

14. Unli bir rock grubu yeni bir albiim ¢ikardi ve bir giinde 100.000 kopya satt. Albiim tiim lis-
telerde zirvede ve her gilin bir 6nceki glinden 20.000 kopya daha fazla satiyor. Bir haftada kag
albim kopyasi satildi?

15. Galicica Milli Parki’'ndaki vahsi hayvan popilasyonu her yil %2 artmaktadir. 2015’te poplilas-
yon 1000 ise 2022’de vahsi hayvan popilasyonu ne kadar olacaktir?

16. Bir duvarin ilk sirasinda 60 tugla vardir ve her sonraki sirada bir 6ncekinden 3 tugla daha az
vardir. Onuncu sirada kag tugla vardir?

17. Avdi, verilen semayi kullanarak kiplerden bir piramit yapmak istiyor, ancak tabanda 12 kip
olmasini istiyor.

Avdi’nin piramidi yapmak icin kag klpe ihtiyaci vardir?
Piramidin kag sirasi olacaktir?

[ 1

| | |
7}777/7}//)777/#/7// %

18. Bir tiggenin kenarlari bir geometrik dizinin terimleridir. Cevresi 19 ve kenarlarinin karelerinin
toplami 133 ise licgenin kenarlarini bulunuz.

"5 3n 1
19. Hesaplayiniz: a) im——— b) lim -
Py R "—m[ n® +3n an

20. 0.124124124... periyodik ondalik sayisini sonsuz bir geometrik dizinin terimlerinin toplami
olarak ifade ediniz ve ardindan toplami hesaplayiniz.



MODULER UNITE 2
TEMEL FONKSIYONLAR

Bu modiiler linitede sunlari 6greneceksiniz:

Fonksiyon kavrami (tanim kiimesi, grafik, deger kiimesi, sifirlar, monotonluk, konvekslik)
Dogrusal fonksiyon

ikinci derece fonksiyon

Dogal Uslu kuvvet fonksiyonu, rasyonel Usli kuvvet fonksiyonu, yani reel sl kuvvet fonksiyonu
Ustel fonksiyon

Logaritmik fonksiyon

Ters fonksiyon kavrami

Fonksiyonun periyodikligi kavrami

Temel trigonometrik fonksiyonlar




TEMEL FONKSIYONLAR

TEMEL REEL FONKSIYONLAR

1. FONKSIYON KAVRAMI

Asagida fonksiyonlarin temel 6zelliklerini inceleyecegiz.

Ornek 1: Blagoyka ikizlerin annesidir, Jan ve Yana, Orhan ise Alma’nin ogludur. ilk diyagram-
da her anneye cocugu eslestirilmistir. ikinci diyagramda her cocuga annesi eslestirilmistir. Hangi
diyagram bir eslesmeyi temsil eder?

Cozim:

Blagoyka

Blagoyka

Yana Yana

Orhan @

=@ Orhan

Tanim: A ve B bos olmayan iki kime olsun ve A’nin her X elemanina bir kural f ile tek olarak
belli bir X € B elemani eslestirelim. O zaman A’dan B’ye bir esleme tanimlandigini sdyleriz
ve f A =B bigiminde yazariz.

Esleme tanimini kullanarak, 2. diyagramin bir esleme oldugunu sonucuna varabiliriz.

Tanim: Xve Y, reel sayilar kiimesi R’nin alt kiimeleri olsun. Her X € X elemanina tek olarak
belli bir y € Y elemani eslestiren herhangi bir f : X Y eslemesine reel fonksiyon denir.
vy = f(x) biciminde isaret ediyoruz.

Tanim: f: X Y fonksiyonunun grafigi, G, = {(x, f()|xe X} seklindeki tim sirali giftlerin
kiimesidir.

X kiimesinin elemanlarina argiimanlar (orijinaller, bagimsiz degiskenler) denir.
f(x) € V'ye goruntdiler (bagimli degiskenler) denir.
Fonksiyonlar analitik (formiil, cebirsel gbsterim), tablo, diyagram veya grafik olarak gosterilebilir.

Ornek 2: A=1{1, 2,3, 4} kimesindeki dogal sayilar 3 azaltilmalidir. Fonksiyonu aritmetik olarak
(eslestirme kuraliyla), tablo, diyagram ve grafik olarak belirleyiniz ve yaziniz.
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Fonksiyonun analitik gésterimi: Fonksiyonun tablo gosterimi:

x| 1]2]|3]4
yl|l-2|-1]0]1

f(x)=x—-3pérd={1,2,3,4}, f:A—> B

B=1{-2,-1,0,1}
Fonksiyonun diyagram gosterimi Fonksiyonun grafik gésterimi
y
3
2
1 ®
_ X
N 1 2 3 4 5
-1 ®
-2 ®
-3

1.1. FONKSIYONUN TANIM KUMESI

[ X —Y XY c Rreel fonksiyonu verilmistir.

Fonksiyonun degiskeninin degerler aldigi reel sayilar kiimesi D; = X, yani fonksiyonun tanimli
oldugu kiime, fonksiyonun tanim kiimesi (domain) olarak adlandirilir ve Dy ile gosterilir.

Fonksiyonun degerler kiimesi (kodomain) olan V; € Y kiimesi, tanim kiimesinin elemanlari-
nin tdm gordntilerinden olusur, yani ¥V, = {y‘y = f(x),xe X}.

Not: ¥ = f(x)fonksiyonu x = a degeri icin tanimliysa, f(a) vardir ve bu deger esleme kuralina
gore belirlenebilir demektir. Fonksiyon (a,b) araligindaki her deger icin tanimliysa, fonksiyonun
o aralikta tanimli oldugunu soyleriz. Tanim kiimesi, fonksiyonun verildigi analitik ifadeye bagl
olarak belirlenir. Bir fonksiyonun tanim kiimesi, reel sayilar kiimesi veya aralik (agik, kapali, yari
acik veya yari kapali), araliklarin birlesimi veya ayrik noktalar gibi alt kimelerinden biri olabilir.

Tanim kiimesi D; ve fonksiyonun degerini belirleyen kural bilindigi durumda, f(x) fonksiyonu
tamamen bellidir.

Pratikte, verilen fonksiyon tanim kiimesi belirtiimeden bir analitik ifade ile tanimlanmissa, ta-
nim kiimesinin analitik ifadenin anlamli oldugu tim reel sayilardan olustugu varsayilir.
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Asagida bazi 6zel fonksiyonlarin tanim kiimelerini gorecegiz.
Bazi Ozel Fonksiyonlarin Tanim Kiimeleri

1.1.1. Polinom Fonksiyonun Tanim Kiimesi

Eger f (x) fonksiyonu f(x)=a x" +a, x"" +...+ a,x +a, biciminde bir polinom ile tanimlan-
missa, burada n negatif olmayan bir tam sayidir, o zaman tanim kiimesi tim R reel sayilar kiime-
sidir veya D, = (—00,+0) .

Ornek 1: Su fonksiyonlar:

y=x’,

y=3x"-7x"+10,

y=-25x"+4,5x" +x’ —12x+5,

her reel sayi icin tanimlidir ve tanim kiimeleri D, = (—o0,+00) veya Df= R dir.
Sekillerde, ilk iki polinom fonksiyonunun tanim kiimeleri grafiksel olarak gosterilmistir.
y=3x*-7x*+10

y

12

10

-4 -2 0 2 4

Not: Kirmizi gizgi, tanim kiimelerini, yani fonksiyonun degerinin hesaplanabilecegi x degerlerini
temsil eder.

1.1.2. Kék Ussii Cift Olan Fonksiyonun Tanim Kiimesi

Eger fonksiyon, kok Uissii cift olan bir kék icindeyse, y =%/ f(x), k € N, o zaman tanim kiimesi
f(x) = 0 esitsizliginden belirlenir.

Ornek 2: f(x) =+/x+4 fonksiyonunun tanim kiimesini belirtiniz.
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Coziim: Tanim kiimesi x +4 > 0 kosulundan belirlenir.

Bu esitsizligi ¢ozerek x > — 4 elde ederiz ve tanim kiimesi D, = [—4, +00) olur.

)

—

3

¥=<

Not: Kok Uissu tek sayi olan bir fonksiyonun tanim kiimesi reel sayilar kiimesidir.

1.1.3. Kesirli Rasyonel Fonksiyonun Tanim Kiimesi

X
= @) fonksiyonunun tanim kiimesi g(x) # 0 kosulundan belirlenir, ¢ctinki O ile bolme ta-

g(x
nimli degildir.

x2+2

Ornek 3:y = T fonksiyonunun tanim kiimesini belirtelim.

Coziim: Tanim kiimesi x* —1# Okosulun- Ny
danbelirlenir, dolayisiylax2# 1veyax” # 1,
yani reel sayilar kiimesinden x # = 1nok-
talari ¢ikarilir, o halde D, = R\{-1,1}, ’
ya da D, =(-o-1)U(=L1)(l,+0) 1
olmak Uzere fonksiyon ¢ aralikta ta-

L
nimhdir. -4 -3 -2 AT & 2 3.0
i
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1.1.4. Logaritmik Fonksiyonun Tanim Kiimesi

y=log, f(x) logaritmik fonksiyonunun tanim kiimesi f'(x) > 0 esitsizliginden belirlenir, ¢iin-
ki logaritmalar yalnizca pozitif reel sayilar igin tanimhidir.

Ornek 4: f(x) =log(x—1)fonksiyonunun tanim kiimesini belirtelim.
Coziim: Tanim kiimesi x —1 > 0 esitsizliginin ¢dziminden belirlenir.

Buradan x > 1 elde edilir ve tanim kiimesi D, = (1,+0) olarak belirlenir.

Y

Alistirma 1: Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini bulunuz:

x+5

—-— c) y=log(4—x
= 3.2 ) y=log(4-x)

a) f(x)=x"-3x b) f(x)=

) =2 d) /() =5-3x ah) f(x)= 3 —dx+3

xX—
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1.2. FONKSIYONUN SIFIRLARI

Ornek 1: f(x) = x* —1fonksiyonu verilmistir. f (1) ve f (2) fonksiyon degerlerini belirtiniz.

Cozum: f (1) ve f (2) degerlerini buluyoruz. 5“
f()=1>-1=1-1=0, koordinatlari (1, 0) olan 4
ve fonksiyonun grafigine ait bir nokta elde 2. 3)
ederiz. . ’

f(2)=2>-1=4-1= 3, koordinatlari (2,3)olan
ve fonksiyonun grafigine ait bir nokta elde 1
ederiz.

[ Y ™

(1, 0)

f(x,) =0gecerli olacak sekilde her x, € D, reel
sayisina fonksiyonun sifiri denir.

Fonksiyonun sifirlari f(x) = 0 denkleminin ¢oztimleridir.

f(x) =0, yanix* —1= 0 denklemini ¢ézerek, fonksiyonun sifirlari olan x, = —1ve x, =1 ¢6ziim-
lerini elde ederiz.

4 3 7%—1,6)‘\0\/1,0)2 3 4 5

Tanim: f X Y fonksiyonunun sifirlari, f'(x) = Oolan x € D, degerleridir. Bunlar, fonksiyonun
grafiginin x- eksenini kestigi (x,0) koordinatli noktalardir. Verilen bir fonksiyonun sifirlari
kiimesini N, ile gosterecegiz.
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y = f(x) fonksiyonunun degiskeni x = 0 i¢cin degeri, fonksiyonun grafiginin y- ekseniyle kesisim
noktasinin ikinci koordinatidir. Noktanin koordinatlari (0,y)'dir.

Not: Tek olarak belli sekilde tanimlanan bir fonksiyonun X- ekseniyle birden fazla kesisim nok-
tasi olabilir, ancak y- ekseniyle en fazla bir kesisim noktasi olabilir.

Ornek 2: f(x) =3x+ 6 fonksiyonunun sifirlarini bulunuz ve fonksiyonun grafiginin y ekseniyle
kesisim noktasini belirtiniz.

Coziim: Fonksiyonun sifirlari, f(x) = 0 olan x degerleridir, dolayisiyla 3x + 6 = 0’dir. Denklemin
¢6ziimi x = ~2'dir. Fonksiyonun sifirlari kiimesi N, = {-2}dir.

Fonksiyonun y- ekseniyle kesisim noktasini bulmak igin x = 0 yerine koymamiz gerekir, dola-
yisiyla £(0)=3-0+6 =6 elde ederiz. Fonksiyonun y- ekseniyle kesisim noktasinin koordinatlari
(0,6)’dir. Fonksiyonun x ekseniyle kesisim noktasi (-2,0) koordinath noktadir.

7 7
(0, 6)

Fonksiyonun grafiksel gosterimi

Ornek 3: f(x) =

il fonksiyonunun sifirlarini belirtiniz ve fonksiyonun y- ekseniyle kesisim
x+

noktasini bulunuz.

Coziim: f(x) = 0’dan 1 = 0 elde edilir, bu dogru olmadigina gore, denklemin ¢dzimu olmadi-
g1 sonucuna varilir.

Sifirlarin kiimesi Nf =7, yani fonksiyon X- eksenini kesmez.
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1

X = 0 yerine koyarsak, f(0) =
ordinatlari (0, 1)dir.

1
=—=1elde ederiz. y- ekseniyle kesisim noktasinin ko-
2-0+1 1

Alistirma 2: Asagidaki fonksiyonlarin sifirlarini bulunuz:

x' -4

a) f(x)= b) y=x"—x c) f(x)=2""

2
) f=x’ 5 rax A f@)=> +1 dh) £(x) = Jx(r—D(x-2)

x2—

1.3. CIFT FONKSIYOLAR

Ornek 1: Sekilde f(x) = x* fonksiyonunun gra-
figi verilmistir.

f(=2), fi-1), f(1) f(2) degerleri hakkinda ne fark
edebiliriz?

S =f(D)=1 f(2)= f(-2) =4 elde edilir.

Genel olarak, her x € D, icin verilen fonksiyonda

f(=x) = f(x) gegerlidir.

f(x) = x* fonksiyonunun grafigi y eksenine gore
simetriktir.
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Tanim: Tanim kiimesi D; olan f: X =Y fonksiyonu (koordinat baslangicina gore simetrik

olan, yani herx € D, =—x € D/) olan),
> Herx € D, icin f(—x)= f(x) gegerli ise fonksiyon gifttir,

» Herx €D, igin f(—x) = —f(x) gecerli ise fonksiyon tektir.

Not: Fonksiyonlarin giftligini incelerken, 6ncelikle tanim kiimesinin simetriklik kosulunun sag-
lanmasi gerekir. (Her x € D, igin, —x eDf ise, D; simetrik bir kimedir).

Not:

Cift fonksiyonun grafigi y- eksenine gore simetriktir.

Tek fonksiyonun grafigi koordinat baslangicina gore simetriktir.

Ne cift, ne de tek olmayan fonksiyonlar da vardir.

Ornek 2: £(x) =3x" — x* fonksiyonunun ¢ift olup olmadigini belirtiniz.

Coziim: Tanim kiimesi Df = R'dir ve simetrik bir kimedir.

f(=0)=3(=2)" = (=x)" =3x" 2" = f (%)

Buradan fonksiyonun cift oldugu sonucu elde edilir. Grafik y- eksenine gore simetriktir.

AN

Yy




TEMEL FONKSIYONLAR

Ornek 3: f(x) = x* —3x’ + x fonksiyonunun cift ya da tek olup olmadigini belirtelim.
Coziim: Tanim kiimesi Df = R‘dir, bu simetrik bir kiimedir.

F(=x)=(=x)" =3(=x)’ +(=x) = —x" +3x° —x=—(x’ =3x" +x) = — f(x)

Dolayisiyla, fonksiyonun tek oldugu sonucu elde edilir. Fonksiyonun grafigi koordinat baslan-
gicina gore simetriktir.

=24

Alistirma 3: Asagidaki fonksiyonlarin cift ya da tek olup olmadigini belirtiniz:

a) /() =35 -1 b) () = 235 ) 1=
X —
¢) f(x)=vx>+2x d) f(x)=v4-x> dh) £(x)=3x> +2x’

1.4. FONKSIYONUN SINIRLILIGI

Tanim: f: R — R fonksiyonu verilmistir. f(x) fonksiyonu igin:
e f(x)< M olacak sekilde bir M reel sayisi varsa, f(x) fonksiyonu Ustten sinirhidir,
e f(x)= molacak sekilde bir m reel sayisi varsa, f(x) fonksiyonu alttan sinirhdir,

e m< f(x)< M olacak sekilde m ve M reel sayilari varsa, f(x) fonksiyonu sinirlidir, yani
hem Ustten hem de alttan sinirhdir.
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Ornek 1: f(x)= %xz +1fonksiyonunun asagidan sinirli olup olmadigini belirleyiniz!

o _ae .. 2
Coziim: Her X reel sayisi icin, X 20’dIr.

1
x*>0 /- —den,
2
1,
—x"20 /+1
2

lx2+120+1
2

lxz+121 yani f(x)>1 x
2 % 2 1 o] 1 2 3 4.

Buradan, fonksiyonun y =1 ile asagidan sinirli ol- =11
dugu sonucu elde edilir.

Alistirma 4: Asagidaki fonksiyonlarin sinirli oldugu-
nu ispatlayiniz:

1 x2

a) f()=——g  b) f(x)=

2

1+x 1+x

Verilen fonksiyonlarin tstten sinirl oldugunu ispatlayiniz:
o) f()=1-x" ¢ f(x)=1-2"
Verilen fonksiyonlarin alttan sinirl oldugunu ispatlayiniz:

d) f(x)=x>-4  dh) f(x)=3""

1.5. FONKSIiYONUN MONOTONLUGU

1
Cizimde f(x) :EX-H fonksiyonunun gra-
figi gosterilmistir. Fonksiyonun tanim kiimesi
D; = R'dir.

X, ve X, tanim kiimesinden X; < X, olan iki
farkli deger icin, degiskenin daha bliyik bir de-
gerine fonksiyonun daha buylk bir degerinin
karsilik geldigini fark edebiliriz, f(x1) < f(x2).
Fonksiyonun tanim kiimesinde, yani (—o0,+x)
araliginda arttigini soyleriz. -2
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/R — R fonksiyonu verilmis olsun.

Tanim: Tanim kiimesi D; ve tanim kiimesine ait (a.b) araligi olan f(x) fonksiyonu igin:

e Her x,x, €(a,b) icin, x; <X, oldugunda f(x,) < f(x,) ise (a,b) araliginda (kesin)
monoton artandir.

* Her x,,x, €(a,b) igin, X, <x, oldugunda f(x,) > f(x,) ise (a,b) araliginda (kesin)
monoton azalandir.

Monoton artan veya monoton azalan fonksiyonlara monoton fonksiyonlar denir.

Kesin esitsizlik gecerli degilse, fonksiyonun artan veya azalan oldugunu soyleriz.

Ornek 1: f(x) =1—x" fonksiyonunun tiim tanim kiimesindeki monotonlugunu belirtiniz.
Coziim: Fonksiyonun tanim kiimesi f D, = R'dir.

x,,X, € D, olsun, dyle ki X, < X,. O zaman x; < x; olur.

x, <x; /- (=1)

—x; >-x; / denklemin iki tarafina 1 katariz

1-x} >1-x;yani f(x)> f(x,)

Buradan f(x)’in tim tanim kiimesinde kesin anlamda monoton azalan oldugu elde edilir.

Alistirma 5: Asagidaki fonksiyonlarin monotonlugunu inceleyiniz:

a) f(x)=2x-5 b) f(x)=2—-4x c) f(x)=Inx

¢ f(x)=1-x° d) f(x)=2x+1 e) f(x)=1-Inx
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Alistirma Sorular::

1. Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini belirtiniz:

X g =

a) f(x)=x"—-4x’+1 b) f(x)= 5

x*+9 x?

2. Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini belirtiniz:
a) y=+2-3x b) y=32-3x
3. Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini belirtiniz:

a) g(x)=log(x* —4) b) f(x)=In(x—1)+~/5—x

4. Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini belirtiniz:

a) f(x)= Syt b) f(x)=£ c) f(x)=+vx"=3x+2

x*=5x x> —4x+3

d) f(x)=log(x+3)+log(x-3)  e)f(x)=log(16—x7)

x—1
¢) f(x)= Ner
5.1 (x) = 2x”> —3x + 4 fonksiyonu verilmistir. £(=1), £(2), f(0), f(a) degerlerini belirtiniz.
6. f(2)=—-5ve f(-1)=lise f(x)=ax+b fonksiyonunu belirtiniz.

7. f()=4ve f(-2)=—5ise f(x) = ax’ + bx + 3 fonksiyonunu belirtiniz.
8. Asagidaki fonksiyonlarin sifirlarini bulunuz:

a) f(x)=—x"+3x-2 b) f(x)=3x-2

9. Asagidaki fonksiyonlarin sifirlarini bulunuz:

5 &3 3.9

10. Asagidaki fonksiyonlarin sifirlarini bulunuz:
a) £(x)=3"7=3 b) f(x)=log(x*+2x)—3

11. Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini ve sifirlarini belirtiniz:

a) f(x)=8-2x-x b)f(x):% c) f(x)=+x*-16
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¢) f(x)=5"-25 d) f(x)=log(x+2)-3

12. Asagidaki fonksiyonlardan hangisinin gift, tek veya ne ¢ift ne de tek oldugunu belirtiniz.

2

a) f(x)=2x"—x"+3x> h) f(x):4?fc > c) f(x)=x"+2+sinx
13. Fonksiyonun ciftligini inceleyin:
2
a) f(x)=2x"—x"+3x’ b)j{x):4if2 c) f(x)=x"+2+sinx

14. Tanim kiimelerinde asagidaki fonksiyonlarin monotonlugunu inceleyin:

a) f(x)=x"-2x"+4 b) f(x):zxj_s
x°+1
¢) f(x)=x>—sinx §) f(x)="27
X
d) ()= (x-1) ) f(x) =S
1+cosx

15. Asagidaki fonksiyonlardan hangilerinin sinirli ve hangilerinin sinirsiz oldugunu belirleyin:

a) f(x)=4x+7 b) f(x)=x"

c) f(x)=1-x ¢) f(x)=log(x~-3) d) f(x):%
16.
a) f(0=1 3 . b) £(x)= 2"2
+X 1+x
c) f(x)=1j_cx2 ¢) f(x)=5cosx
d)f(x):% e) f(x)zln(l+ 12j
+x 1+x

17. Asagidaki bileske fonksiyonlari (fonksiyonlarin kompozisyonu) f o g ve g o f’yi belirtiniz:
a) f(x)=x"+1,xeR ve g(x)=2-3x,xeR

b) f(x)=sinx,xeR ve g(x)=x",xeR
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o) f(x)=2x+1,xeR\{-3} ve g(x)=

1
R —
x+5,xe \{ 5}

o) f()=lgx, xe[l,+0) ve g(x)= Jx, x e(0,+0).

Not:

Fonksiyonlarin bileskesini (kompozisyonunu) énceki yillarda 6grendiniz. Tanimi hatirlayalim.

Tanim: f fonksiyonu D; kiimesinde ve g fonksiyonu D, kimesinde taniml olsun, dyle ki
V= {f(x)|x € Df} < Dy olsun. O zaman D, kiimesinde, g ve f fonksiyonlarinin gofile

gosterilen bileskesi (kompozisyonu), (g o f) (x)=g(f(x)), xe D/esleme kuraliile tanimlanir.

18. h = gof ise, f fonksiyonu belirtiniz:
a) h(x)=(Bx-7),xeR ve g(x)=x", xeR

b) h(x) =4—x*, x [-2,2] ve g(x) = x, x[0,+o0)

c) h(x)=sin’x, xe R ve g(x)=x", xeR
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2. DOGRUSAL FONKSIYON

Hatirlayalim!

Temel elementer fonksiyonlar sunlardir:

Sabit fonksiyon y = c (C = sabit)

. Kuvvet fonksiyonu y =x", r € R

e  Ustel fonksiyon y=a*, a e R\{l}

. Logaritmik fonksiyon y =log, x, a# 0

. Trigonometrik fonksiyonlar: y =sinx, y =cosx, y =1gx, y = ctgx

Tanim: Temel elementer fonksiyonlardan sonlu sayida aritmetik islem (toplama, ¢ikarma,
carpma ve bolme) ve bileske islemi uygulanarak elde edilebilen her fonksiyona elementer
fonksiyon denir.

Asagida, bazi elementer fonksiyonlarin grafiklerine ve ozelliklerine odaklanacagiz.
Dogrusal (Lineer) Fonksiyon

Ornek 1: Petre her giin bisikletiyle okula 6 km gidip geliyor. Petre’nin bir haftada kag kilometre
yol kat edecegini hesaplayin. Degiskenin (arglimanin) giin oldugu bir fonksiyon kullanarak giin-
lere gore kat edilen kilometre toplaminin nasil degistigini belirtiniz.

Coziim: Sonuglar bir tabloda gosterilebilir:

Gln 1 12 |3 |4 |5 1 hafta
Gegilenyol km |6 |12 |18 |24 (30 30

Kural cebirsel olarak f'(x) = 6xformiilii ile yazilabilir, burada tanim kimesi D, = {1,2,3,4, 5} ‘tir.
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Fonksiyonu bir koordinat sistemindeki noktalarla grafik olarak temsil edebiliriz.

Ty
30 L]

25

20

Not: x ve Yy eksenlerindeki birimler esit degildir, grafigi daha iyi temsil etmek igin 1:5 6lgegi (X
ekseni : y ekseni) kullanilir.

f(x) =6x fonksiyonunun tanim kiimesini D; = R olarak yazarsak, fonksiyon grafiksel olarak
bir dogru ile temsil edilir.

f
Not: X ve y- eksenlerindeki birimler esittir, 1:1 6lgegi kullanirz.

f(x) = ax + b fonksiyonuna dogrusal fonksiyon denir.

Dogrusal fonksiyonun grafigi bir dogrudur. Fonksiyonun grafigini ¢izmek i¢in dogru lizerinde
bulunan en az iki nokta belirlememiz gerekir.

Tanim kiimesi reel sayilar kimesidir, yani D; = R ‘dir.”

Degerler kiimesi reel sayilar kiimesidir, yani V; =R ‘dir.”
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Geogebra’da verilen applette, a ve b kaydiricilarindan degerler alan a ve b katsayilarina sahip
dogrusal bir fonksiyon 6rnegi verilmistir. Dogrusal fonksiyon icin hangi 6zellikler gecerli olacaktir?

» Cebirsel pencere » Cizim alani o | X
® a=2 2

® b=11 ] o

® f(x) =2x-1

® A=(0.5,0)

® B=(0,-1)

https://www.geogebra.org/m/d3uumybd

y=0iginx = —% , a # 0elde ederiz. Fonksiyonun sifiri x = —S, yani (—S,Oj noktasinda fonk-
siyon x- eksenini keser.

X =0iginy = b elde ederiz. Fonksiyon (0,b) noktasinda y- eksenini keser.

Dogrunun egimi, dogrunun X ekseniyle yaptigl aginin tanjantina esittir, yani a = tga - dogru-
nun egimi.

a > 0 ise fonksiyon monoton artandir, a < 0 ise fonksiyon monoton azalandir.

Dogrusal fonksiyonun ekstremum noktasi yoktur.

Bazi 6zel dogrusal fonksiyonlar:

e y = ax — koordinat baslangicindan geger.

e y = b, X- eksenine paraleldir (sabit fonksiyon).

X = a yazarsak, grafik y eksenine paralel bir dogrudur.
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Not: y = ax+b, ve y =a,x+b, olmak lzere iki dogru, a, = a, ise paraleldir ve g, -a, =—1ise
birbirine diktir.

.. 1

Ornek2:y=-3x,y =Ex—1 ve y =1dogrusal fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir. Fonksiyon-

lar icin karakteristik degerleri belirleyiniz ve hangi 6zelliklerin gegerli oldugunu yaziniz.

y

y =-3X 31
2_
. <z
y=1
: : X
-3 -2 1 0 1 2 3 4

Coziim: Sadece bir fonksiyonu ele alalim.
y =-=3x fonksiyonu icin sunu belirleyebiliriz:
Tanim kiimesi D; = R ve deger kiimesi V; = R “dir.

Fonksiyonun sifiri 0’dir, yani (0, 0) noktasi X -ekseniyle kesisim noktasidir, ancak ayni zamanda
y- ekseniyle de kesisim noktasidir.

a =-3 <0 oldugundan fonksiyon monoton azalandir.
Ornek 3: Asagidaki fonksiyonlarin grafikleri verilmistir:

1
a)y=3x+2vey=3x-2 ve b) y=5x+1vey:—2x.

Hangi dogrular paraleldir ve hangileri birbirine diktir? Katsayilari icin neyin gecerli oldugunu
kontrol ediniz.
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w

-2 -1 i 1 2 3 /,'2 ] 0 1 2 3 4
y=05x+1
_2 72
/y=3x+2/

Cozum: y=3x+2 ve y =3x—2 dogrulari paraleldir ve dogrularin egimleri 3’e esittir, yani
a,=a,=3.

1 1
y =Ex+1ve y =-2x dogrulari birbirine diktir ve egimlerinin carpimi a, - a, :E-(—2) =-1dir.

Ahstirma Sorulari:
1. Dogruya ait en az iki nokta belirleyerek dogrusal fonksiyonlarin grafiklerini gizin:
1
a) f(x)=x+1, b) f(x)=-x+3,  ¢) y=7¥+2, ¢) y=-1.

2. A(3,2) noktasindan gecen ve:

a) X eksenine paralel olan,

b) y eksenine paralel olan,

c) f(x)=x+3dogrusuna paralel olan,

¢) g(x) =2x—1dogrusuna dik olan

Dogrunun denklemini yaziniz.

Fonksiyonlarin grafiklerini giziniz. Gorsel temsil icin Geogebra’yi da kullanabilirsiniz.
3. Verilenlere gore, f(x) = ax+ b fonksiyonunda a ve b katsayilarini belirtiniz:
a) Dogru A(1,2) ve B(2,5) noktalarindan gecer,

b) koordinat baslangicindan ve C(4, 2) noktasindan gecer.

Asagidaki dogrularin denklemleri nelerdir, eger dogru:

a) birinci ve lglnci dorduliin aglortaylari ise,

b) ikinci ve dordilincl dordilin acgiortaylari ise.

Fonksiyonlarin grafiklerini giziniz. Gorsel temsil icin Geogebra’yi da kullanabilirsiniz.
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3. iKiNCi DERECE FONKSIYON

Ornek 1: Basketbolcu Ivo’nun evinin éniinde basketbol oynadigi bir pota var. Animasyonda
topun nasil hareket ettigi bir iz birakiyor. Bu noktalari bir egri ile birlestirirsek, egri neyi temsil
edecektir?

Noktalari birlestirerek ve Geogebra’daki appleti kullanarak, topun yolunun bir karesel fonksi-
yonun grafigini temsil ettigini gorebiliriz.

f(x)=ax> +bx+c, a+ 0fonksiyonuna ikinci derece fonksiyon denir.

ikinci derece fonksiyonun grafigi bir paraboldiir. Fonksiyonun grafigini cizmek icin birkag ka-
rakteristik nokta belirlememiz gerekir.

Tanim kiimesi reel sayilar kimesidir, yani D; = R'dir.

4 _ 2
Paraboliin tepesi " —E,Lb ,yani T —i,f — b noktasindadir.
2a 4a 2a 2a

Degerler kiimesi a > 0 igin, V,= f _i ,+oo|, a<0igin ise V,= —oq, f _i dir.
2a 2a
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b
x = ——— simetri eksenidir.
2a

Geogebra’daki applette, a, b ve c kaydiricilarindan degerler alan a, b ve c katsayilarina sahip
bir ikinci derece fonksiyon érnegi verilmistir. ikinci derece fonksiyon icin hangi ézellikler gegerli
olacaktir?

P Cebirsel pencere X | » Cizim alani X

=.1 a=-1
b=1 % ®

c=2 -
f(x) = —1x*+1x+2

T = (0.5, 2.25)
A=(-1,0)
B=(20)
c=1(0,2)

https://www.geogebra.org/m/pgcjjnhj

Fonksiyonun sifirlari y = 0 igin elde edilir ve ax® +bx+c =0, a# 0 denklemini ¢ézerek sunu

—b++b* —4dac

i) Eger D =b> —4ac > 0 ise, fonksiyonun iki sifiri vardir x,,, = 5 , X, # X,, yani X-
a

elde ederiz:

ekseniyle kesisim noktalari (x,,0) ve (x,,0Ydr.

b
ii) Eger D = b*> —4ac = 0 ise, fonksiyonun bir sifiri vardir x, = x, = —2— , yani x- ekseniyle kesi-
a
sim noktasi (teget noktasi) (x,,0)’dir.

iii) Eger D =b* —4ac < 0 ise, fonksiyonun sifiri yoktur, x,,x, R oldugundan denkleminin ¢6-

zimu yoktur ve fonksiyon X- eksenini kesmez.

X =0i¢in y = C elde ederiz. Fonksiyon (0,C) noktasinda y- eksenini keser.
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Fonksiyonun Monotonlugu:

b . b .
* a>0ise, fonksiyon [—OO,—z—J araliginda azalandir ve (—2—,-{-00) araliginda artandir.
a a

e a>0ise, fonksiyon [—oo,—zi] araliginda artandir ve (_Zi’Jrooj araliginda azalandir.
a a

a > 0 igin, fonksiyon T tepe noktasinda minimuma ulasir ve a < 0 igin, fonksiyon T tepe nok-
tasinda maksimuma ulasir.

Ornek 2: y=x?, y=(x—1)’, y=(x—1)"+2ikinci derece fonksiyonlarin grafikleri gizim-
de verilmistir.

Not:

f(x)= a(x—a)2 + [ bigciminde yazilan ikinci derece fonksiyon kanonik bigimde verilmistir de-
nir, burada a, a,a, f € R, a #0ve (a, §) noktas! T tepe noktasinin koordinatlaridir.

Ornek 3: f(x) = ax” + bx + ¢ ikinci derece fonksiyonunun tepe noktasinin koordinatlarini be-
lirtiniz. @ parametresinin isaretini, monotonluk araliklarini ve koordinat eksenleriyle kesigsim nok-
talarini belirtiniz.

a) " 5 b) ’
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Coziim:

a) Tepe noktasinin koordinatlari (-1,—1) dir. Parametre a > 0’dir. (—o0,1) araliginda fonksiyon
azalandir ve (1,+00) araliginda artandir. X- ekseniyle kesisim noktalari (2,0) ve (0,0) koordinatli
noktalardir ve y- ekseniyle kesisimi (0,0) noktasidir.

b) Tepe noktasinin koordinatlari (1,4) tir. Parametre a < 0’dir. (—oo,1) arahginda fonksiyon ar-
tandir ve (+0,1) araliginda azalandir. X- ekseniyle kesisim noktalari (-1,0) ve (3,0) koordinath nok-
talardir ve y- ekseniyle kesisimi (0,3) noktasidir.

Ornek 4: f(x) =x" — x—2 fonksiyonunun grafigini cizelim.

Cozim:

Not:

ikinci derece fonksiyonun bazi ézelliklerini belirlemek icin, b ve ¢ katsayilarinin sifir oldugu,
yani b = 0 ve ¢ = 0 oldugu bir ikinci derece fonksiyon érnegini ele alacagiz. Ozellikler herhangi
katsayilara sahip ikinci derece fonksiyonlar icin de gecerli olacaktir.

f(x)= ax’ ikini derece fonksiyonu icin, parabollin egimi ikinci bas katsayinin mutlak degeri-
ne baglidir.

e Bas katsayinin (a) mutlak degeri ne kadar biyiikse, paraboliin egimi o kadar hizli artar (yani
fonksiyonun teget noktasindaki tegetlerinin egimi). Paraboliin “kollar1” y eksenine daha yakindir.

* Bas katsayinin mutlak degeri ne kadar kiigclikse, paraboliin egimi o kadar yavas artar (yani
fonksiyonun teget noktasindaki tegetinin egimi). Paraboliin “kollari” x eksenine daha yakindir.
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Cebirsel pencere P Gizim alami :)(
f(x) = 0.2x2 f g\h\ ¢
5(x) = =2 T
h(x) = 2x? d
p(x) = 10 x?
q(x) = —0.2x? - 1
rx) = —x?
s(x) = —2x? -4 3 -2 i 2 3 4
t(x) = —10x>
2
=
: rf s/ t

Ornek 4: Verilen parabolleri, egimin en yavas degisenlerden, egimi en hizli degisene gére
siralayiniz.

1 1
=-3x*, y=2x", y=—=x", y=—x".
Y y y 5 Y 5

https://www.geogebra.org/m/zn3xmeuh
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Alistirma Sorulari:

1. Fonksiyonun tepe noktasinin koordinatlarini, koordinat eksenleriyle kesisim noktalarini ve
fonksiyona ait herhangi bir noktayi belirleyerek fonksiyonun grafigini giziniz.

a) y:x2+2x b) y:x2—6x+5 c) y:x2—4

Not: ikinci derece fonksiyonun grafigini dogru cizmek icin 5 nokta belirlememiz gerekir; bun-
lardan biri tepe noktasidir ve diger iki cifti paraboliin simetri eksenine gore simetrik noktalaridir.

2. f(x)= % +2x+3 fonksiyonu verilmistir.
a) Fonksiyonun tanim kiimesini bulun.
b) Fonksiyonun sifirlarini bulun.

¢) Fonksiyonun maksimumunu hesaplayin ve parabolin tepe noktasinin koordinatlarini
belirleyin.

¢) Fonksiyonun degerler kiimesini belirleyin.
d) Fonksiyonun monotonluk araliklarini bulun.

e) Fonksiyonun grafigini cizin. Fonksiyonun ve tiim noktalarinin gorsel temsiliicin Geogebra’yi
da kullanabilirsiniz.

3. f(0)=1ve f(1)=2ise f(x)= ax? +c ikinci derece fonksiyonunu belirtiniz.

4. Grafigi A(1,-1), B(0,1) ve C(-1,5) noktalarindan gegen f(x) = ax? + bx + cikinci derece fonk-
siyonunu belirtiniz.

Elde edilen fonksiyonun grafigini ¢izin. Fonksiyonun ve Uzerindeki noktalarin gorsel temsili
icin Geogebra’yi da kullanabilirsiniz.
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4. KUVVET FONKSIYONU

4.1. DOGAL USLU KUVVET FONKSiYONU

f(x)=x", n e N fonksiyonuna dogal tislii kuvvet fonksiyonu denir.
Birkag 6zel durumu inceleyecegiz.

1) n = 1 igin, f(x) = x fonksiyonu elde edilir. Bu,a =1 ve b = 0 olan f(x) =ax+b dogrusal
fonksiyonudur.

Grafik, (0,0) koordinat baslangicindan gecen
bir dogrudur. *

D; =R dhe V,; =R “dir.

Fonksiyon tim tanim kiimesinde monoton
artandir.

2)n=2igin, f(x) = x’fonksiyonu elde edilir. Bu,a =1,b =0ve ¢ =0 olan f(x) = ax’ +bx +c ikin-
ci derece fonksiyonudur.

Fonksiyonun grafigi T (0,0) tepe noktasina
sahip bir paraboldr.

D; =R ve V; = [0, +00).dIr.

Fonksiyon (-0, 0) araliginda monoton aza-
landir ve (0,+0) araliginda monoton artandir.

Parabol yukari dogru agilir ve 7' (0,0) tepe

noktasinda minimuma sahiptir, yani X = 0 icin
ymln = oldlr- _1 1

y ekseni simetri eksenidir. -2
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3)n=3icin, f(x)= x’ fonksiyonunu elde ederiz. Bu fonksiyon asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Fonksiyonun grafigi kiibik parabol
adi verilen bir egridir.

Di=RveV;=R.

n=3,5,7,9,... icin, sadece farkli
egimlere sahip benzer egriler elde edilir.

Fonksiyonlar tiim tanim kiimesin-
de monoton artandir.

X ve y- eksenleriyle kesisim noktasi
(0,0) noktasidir.

Tum fonksiyonlarin grafikleri (-1,1)
ve (1,1) noktalarindan gecer.

f(x) = x
g(x) =
h(x) =
p(x) =
A=(0,0)
B=(1,1)
C=(-1,-1)
tekctl = “f

N oA

TekeT2 = “

4) n=4,6,8,... icin, g(x)=x", h(x)=x°, p(x)=x*... fonksiyonlari elde edilir ve bunlar

f(x) = x” ikinci derece fonksiyonuyla ayni ézelliklere sahiptir.

D,=RveV, = [O,+oo)

Fonksiyonlar (—oo, 0) araliginda
monoton azalandir ve (0,+c0) araligin-
da monoton artandir.

Egrilerin kollari yukari dogru
acihir ve (0,0)tepe noktasinda minimu-
ma sahiptir, yanix=0, y_. =0,

y- ekseni simetri eksenidir.

Tam fonksiyonlar (=1,1)ve (1,1)
noktalarindan geger.

T=(0,0)
fry=x?
g:y=x'
h:y=x°
p:y=x’
A=(1,1)
B=(-1,1)

Dogal sayi Ussu olan kuvvet fonksiyonlarinin 6zelliklerini incelemek igin, apletten yararlanabi-

lirsiniz. Kuvvetin degerini kaydirici ile degistirebileceginiz bir uygulama kullanabilirsiniz.
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Cebirsel pencere X/ | ¥ Cizim alani X
n=3 N n=3
f(x) —_ x3 +
rexctl = “f(x) = x> 31

fla) =<

%ﬂ gﬁ

..'Ii .(:1-’

https://www.geogebra.org/m/ekuwfbd8

Ornek 1: Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini birkac karakteristik nokta belirleyerek cizin:
a) f(x)=x"b) g(x) =x".

1 1
Coziim: a) f(x) = x" fonksiyonu igin, x e{—l,—E,O,E,l} icin fonksiyon degerlerini belirtiniz
ve ardindan grafigi ciziniz.

b) g(x) = x’ fonksiyonu igin, x e{—l,—%,o,%,l} icin fonksiyon degerlerini belirtiniz ve ardin-
dan grafigi ¢iziniz.

Fonksiyonlarin gorsel temsili icin yukaridaki Geogebra uygulamasini kullanin.

4.2. RASYONEL SAYI USLU KUVVET FONKSIYONU

N kuvvetinin mimkiin degerler kiimesini rasyonel sayilar kiimesine genisletirsek ve kuvvet
olarak q yazarsak, f(x) = x? rasyonel tslii bir kuvvet fonksiyonu elde ederiz, Q € q.

11
Rasyonel (sli birkag 6zel kuvvet fonksiyonunu inceleyecegiz: g e{—l,—Z,E,g}
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_ 1
1) g=-1igin, f(x)=x 1fonksiyonunu elde ederiz, yani f(x) =—. Fonksiyon asagidaki 6zel-
liklere sahiptir: x

D, =R\{0}veV, = R\{0}.

Fonksiyon (—0,0) ve (0,+o0) araliklarinda
monoton azalandir. 5 ]

Ekstremum degeri yoktur.

X ve y eksenlerini kesmez.

(-1,-1) ve (1,1) noktalarindan gecer.

1
2) q ==2 icin, f(x)=x""fonksiyonunu elde ederiz, yani f(x) =—-. Fonksiyon asagidaki 6zel-
liklere sahiptir: *

D, =R\{0}ve V,=(0,+).

Fonksiyon (—o0,0) araliginda monoton ar-
tandir ve (0, +0) araliginda monoton azalandir.

Ekstremum degeri yoktur.

x ve y eksenlerini kesmez.

(-1,1) ve (1,1) noktalarindan geger. 3 -2 -1 0
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1

1 -
3)¢q =E icin, f(x)=x2vyani f(x)= Jx fonksiyonunu elde ederiz. Fonksiyon asagidaki 6zellikle-

re sahiptir:

D, =[0,+0)ve V', =[0,+w).Fonksiyon tim 31 y ~
tanim kiimesinde monoton artandir. -

(0,0) noktasinda minimum degere sahiptir.

X ve Y eksenlerini (0,0) noktasinda keser.

Fonksiyon (1,1) noktasindan geger. o i 2 3 4 5

1

1 -
4) q =§ icin, f(x)=x?yani f(x)= Ux fonksiyonunu elde ederiz. Fonksiyon asagidaki 6zellikle-

re sahiptir:
D, =RvelV, =R By
= ve .= )
! ! 2] flz) =i
Fonksiyon tiim tanim kiimesinde mo-
noton artandir. 11
X ve Y- eksenlerini (0,0) noktasinda X
keser. 3 2 10 1 2 3 4
(-1,1) ve (1,1) noktalarindan gecer. -
_2 4

Rasyonel Uslii kuvvet fonksiyonlarinin genel durumlarini inceleyelim. Ussiin negatif bir tam sayi
a o . o,
veyaq :Z rasyonel sayisi oldugu durumlari ayri ayri inceleyecegiz, burada a ve b aralarinda asal

sayilardir ve b = {0,1}dir.



1) Ussiin negatif bir tam sayi oldugu durum:

la)Egerg=-2nn e Nigin, f(x)=x"" =

2n
fonksiyonu elde edilir,. .

Fonksiyon icin gecerli olan 6zellikler sunlardir:
D, =R\{0}veV, =(0,+x)

Fonksiyon (—o0,0) araliginda mono-
ton artandir ve (0,+o0) araliginda monoton
azalandir.

Fonksiyonun ekstremum degeri yoktur ve X
ve Y- eksenlerini kesmez. Fonksiyon (—1,1) ve
(1,1) noktalarindan gecer.

1b)Egerg=—(2n—1),n € N igin,

1
f(x)=x"®"" =——fonksiyonu elde edilir,
X
Fonksiyon icin gecerli olan ozellikler sunlardir:
D, =R\{0}veV, =R\ {0}

Fonksiyon (—o, 0) ve (0, +o0) araliklarin-
da monoton azalandir.

Fonksiyonun ekstremum degeri yoktur
ve x ve y -eksenlerini kesmez.

Fonksiyon (-1,-1) ve (1,1) noktalarin-
dan gecer.
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a
2)q :; rasyonel sayisi igin Ussiin g rasyonel sayisi oldugu durum, burada a ve b aralarinda

asal sayilardir ve b = {0,1}dir.

Not: Orneklerde a’nin degeri tek olan pozi-
tif sayidir.

2 a) bgift sayiise, f(x) = xb = ’\J/x_” fonksiyo-
nu elde edilir.

Fonksiyon icin gecerli olan 6zellikler sunlardir:
D, =[0,+0)ve V, =[0,+o)

Fonksiyon tim tanim kiimesinde monoton
artandir.

(0,0) noktasinda minimum degere sahiptir.

Fonksiyon X ve y eksenlerini (0,0) noktasin-
da keser.

Fonksiyon (1,1) noktasindan gecer.

2 b) b tek sayi ise, f(x)= xb = Q/x—“ fonksiyonu
elde edilir.

Fonksiyon icin gecerli olan 6zellikler
sunlardir:

D/.=Rver:R

Fonksiyon tim tanim kiimesinde mono-
ton artandir.

Fonksiyon x ve y eksenlerini (0,0) nok-
tasinda keser.

Fonksiyon (-1,-1) ve (1,1) noktalarindan
gecer.
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Alistirma Sorulari:

Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ciziniz ve 6zelliklerini belirtiniz:

l.a) y=x° b)y=x"*

2.a) y=3/x b) y=4x

1
3. y = x° fonksiyonu verilmistir.

a) Fonksiyonun tanim kiimesini belirtiniz.
b) Fonksiyonun sifirlari var mi?

c) Fonksiyonun degerler kiimesini belirtiniz.
¢) Fonksiyon sinirli midir?

d) Fonksiyonun grafigini giziniz.

4. y= X3 fonksiyonu verilmistir.

a) Fonksiyonun tanim kiimesini belirtiniz.
b) Fonksiyonun sifirlari var midir?

c) Fonksiyonun degerler kiimesini belirtiniz.
¢) Fonksiyon sinirl midir?

d) Fonksiyonun grafigini ¢iziniz. Fonksiyonun gorsel temsili icin Geogebra’yi da kullanabilirsiniz.
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5. USTEL FONKSIiYON

a#1,a>0icin f(x)=a" fonksiyonuna Ustel fonksiyon denir. Fonksiyon asagidaki 6zelliklere
sahiptir:
Df = R ve Vf = (0,+(X)).
y- eksenini (0,1) noktasinda keser.

Minimum ve maksimum degeri yoktur.

a > 0icin, fonksiyon tim tanim kiimesinde mo-
noton artandir ve 0 < a< 1 icin fonksiyon tim tanim ki-

mesinde monoton azalandir.
Fonksiyon alttan sinirlidir, yani f(x) > 0’dir.

Fonksiyonun sifiri yoktur.

Ornek 1: Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini giziniz:
a)y:3x9y:_3xay:_3_x b)y=2x7
Cozim:

y=3", y=-3", y=-3"" Ustel fonksiyonlarinin
grafikleri cizimde verilmistir.

Fonksiyonlar icin hangi 6zellikler gecerlidir?

y=2%y=2"—1,y=2""? —lustel fonksiyonlarinin
grafikleri gizimde verilmistir.

Fonksiyonlar icin hangi 6zellikler gecerlidir?
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Alistirma Sorulari:

Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz:

l.a) y=4" b)y=3"

1" 21"
’(ﬂ b’y‘[ﬂ

3. y = a” fonksiyonu verilmistir.

a) a tabani hangi degerleri alabilir?

b) Fonksiyonun tanim ve degerler kiimesini belirtiniz.

c) Fonksiyon sinirl midir?

¢) Fonksiyonun monotonlugunu a’ya bagl olarak belirleyiniz.

d) Fonksiyonun sifirlari var midir?

4. f(x)=a" fonksiyonu A(1,2) noktasindan geciyorsa, fonksiyonu belirtiniz. Fonksiyonun
grafigini ciziniz. Fonksiyonun ve gectigi noktanin gorsel temsili icin Geogebra’yi kullanabilirsiniz.
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6. LOGARITMIK FONKSIYON

y=log,x, a>0, a=1fonksiyonuna logaritmik fonksiyon denir.

Fonksiyon asagidaki dzelliklere sahiptir:

D, =(0,+0)veV, =R 3]

Fonksiyonun maksimum ve mini-
mum degeri yoktur.

X = 1 fonksiyonun sifiridir, yani x
ekseniyle kesisim noktasi (1,0) noktasidir.

a > 1 igin fonksiyon tim tanim
kiimesinde monoton artandir, 0 <a<1
icin ise, fonksiyon tiim tanim kiimesinde
monoton azalandir.

Ornek 1: Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin:

1
a)y=log,x,x>0; b)y=log,—,x>0; c)y=log,(—x),x<0
X

Coziim:

y=log, x,x>0,

yzlogzl,x>0, ve y =log, (—x),x<0
X

logaritmik fonksiyonlarin grafikleri
¢izimde verilmistir.

Fonksiyonlar icin hangi 6zellikler
gecerlidir?
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Alistirma Sorulari:
Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz:

1.a) y=log, x b) yzloglx

3
2.a) y=—2+log, x b) y=log,(x-1)

3. y =log, x fonksiyonu verilmistir.

a) a tabani hangi degerleri alabilir?

b) Fonksiyonun tanim kiimesini ve degerler kiimesini bulunuz.
c¢) Fonksiyon sinirli midir?

¢) Fonksiyonun monotonlugunu a’ya bagli olarak belirleyiniz.
d) Fonksiyonun sifirlari var midir?

4. A(4,2) noktasindan gegen f(x) = log, x fonksiyonunu belirtiniz. Fonksiyonun grafigini cizi-
niz. Fonksiyonun ve gectigi noktanin gorsel temsili icin Geogebra’yi kullanabilirsiniz.
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7. TERS FONKSIYON KAVRAMI
y =2"ve y =log, x fonksiyonlarinin grafiklerini ayni koordinat sisteminde gésterelim.

Fonksiyonlar hakkinda ne fark edilebilir?

y =2" iistel fonksiyonu icin tanim kiimesi
D, =RveV, =(0,+x).

v =log, x logaritmik fonksiyonu i¢in tanim
kimesi D, = (0,+0 veV, = R.

iki fonksiyonun grafikleri ayni sekle
sahiptir ve birinci ve tc¢ilncil bolgenin
aclortayi olan y = X dogrusuna goére
simetriktir.

Eger M (a,b) noktasi y =2"
fonksiyonunun grafigine aitse, o zaman
M, (a,b) noktasi y =log, x fonksiyonunun
grafigine aittir.

y=2"ve y =log, x fonksiyonlar
birbirinin tersidir.

Tanim kiimesi D; ve degerler kiimesi V; olan bir f fonksiyonu verildiginde, D, = V; tanim k-
mesiyle ve V, = D, deger kimesine sahip ve ters islem yapan bir g fonksiyonunun var olup olma-
dig1 ve nasil belirlenecegi sorusu ortaya ¢ikar, yaniher x e D ve y €V, i¢in g(y) =x <f(x) =y
saglanmis olsun.

Yukaridaki gereksinimleri karsilayan g fonksiyonuna f fonksiyonunun ters fonksiyonu denir.

Tanim: f: X — Y fonksiyonu, Y’deki her eleman X’teki tam olarak bir elemanin géruintisu
olacak sekilde ise, yani f(x,) = f(x,) =x =x, gerekirse, /' (y)=x < f(x)=y ile

tanimlanan fﬁ1 :Y — X fonksiyonuna f'(x) fonksiyonunun ters fonksiyonu denir.
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7! (x) ters fonksiyonunun tanim kiimesi, /(x) fonksiyonunun degerler kiimesine esittir, yani
Df_l = Vf.

1
Not: f‘1 isareti 7 anlamina gelmez.

Ornek 1: f(x) = 5 x+1 fonksiyonunun ters fonksiyonunu belirtelim.
X
v e ) . | X Id deri
Céziim: f(x)yerine y yazalim. y 7551 ©lde ederiz.

X'i ifade etmek icin 6nce 2x +1ile carpmakla,
y(2x+1) =x elde ederiz.

2xy+y=x

2xy—x=-y

x2y-1)=-y

oY

T 2y-1

Yani ters fonksiyon f~'(x) = ——~ “dir.
2x—1

Not: Fonksiyon ve ona karsilik gelen ters fonksiyonunun grafikleri y = X dogrusuna gore
simetriktir.

. ,
3 Y s
s
'
s
2 '
rd
4
4
1 s
rd
rd
X
-4 -3 -2 = 1 2 3 4
v
’ —.
s 1
4 R o
, 2x—1
rd
p 2
'
s
' =X
s Y 3
s
r
4 -4
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Ornek 2. Ters fonksiyon érnekleri ve grafikleri

1
a)y=3xvey=§x b) y=x"+1vey=3x-1
Fonksiyonlar icin hangi 6zellikler Fonksiyonlar icin hangi 6zellikler
gecerlidir? + gegerlidir?

Alistirma Sorulari:

Asagidaki fonksiyonlarin ters fonksiyonlarini belirtiniz:

2 1 2x+1
l.a) y=———x b) y=
)y 3 2 )y 5

2.a) y=yx+1 b) y=10"2+3

3. Verilen fonksiyonlar kendilerinin tersi oldugunu kanitlayiniz.

1 1-x
a) y=— b) y=—=
X I+x
4. ave b'nin hangi degerlerii¢in y = ax+b, (a # 0) dogrusal fonksiyonu kendi kendinin tersi-
dir? Geogebra’da kaydiricilardan elde edilen parametre degerlerine sahip bir dogrusal fonksiyon
olusturun. Coziimi gorsel olarak temsil edin.

5. Asagidaki fonksiyonlarin ters fonksiyonlarini belirtiniz:

a) f(x)=—— b) £(x)=xtl
x+1
0 f(x)=2"1 §) f(x)=1+In(x+2) d) f(x)=2"%
24+ x
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8. TEMEL TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR

ilk olarak, fonksiyonlar icin gecerli olan bir 6zelligi hatirlayalim.

Tanim: D; kiimesinde tanimh f'(x) fonksiyonu igin,

1) Pérherx €D, vextT €D,

2) f(x+T)=f(x)

olacak sekilde T # O reel sayisi varsa, f(x)fonksiyonuna periyodiktir denir.

T sayisina fonksiyonun periyodu denir.

Tanim: D; kiimesinde tanimli f'(x)fonksiyonu periyodik olsun. Her x € D, icin f(x+T) = f(x)
olacak sekildeki en kiiglik pozitif T sayisina f(x) fonksiyonunun temel periyodu denir.

y=sinx, y =cosx, y=tgx, y=ctgx fonksiyonlarina trigonometrik fonksiyonlar denir. Gra-
fiklerini gizelim ve temel 6zelliklerini yazalim.

1) f(x)=sinx 2]
D,=RveV, =[-11] 1

sin(ax) /_\
. X
Fonksiyon sinirlidir. 2 iz Wn 52

_1 4

Fonksiyonun temel periyodu
T =2xdir.

x, =kn, k € Z sayilar fonksiyonun sifirlaridir, yani fonksiyonun grafigi x -eksenini
(k7,0), k € Z noktalarinda keser.

Fonksiyon, k € Z igin (—%+ 2k7r,%+ Zkﬂjarallklarmda -1’den 1’e kadar monoton artan-

dir ve (%+2k72’,37ﬂ+2kﬂ'j, k € Z araliklarinda 1’den -1’e kadar monoton azalandir.

Fonksiyonun grafigine siniisoid denir.
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2) f(x)=cosx y
D,=RveV, =[-L1]

cos(x)
Fonksiyon sinirhdir. /\ /_\ X
12 0 T m ’2 2 s
Fonksiyonun temel periyodu / » \/ \

T =27dir.

X, =%+k7z, k € Z sayilari fonksiyonun sifirlaridir, yani fonksiyonun grafigi x -eksenini

[§+k7r, OJ , k € Z noktalarinda keser.

Fonksiyon, ((2k—1)7r, 2k7r), k € Z araliklarinda monoton artandir ve (Zkﬂ', (2k+1)7r), keZ

araliklarinda monoton azalandir.

Fonksiyonun grafigine kosinisoid adi verilir.

3) f(x)=tgx
Df=R\-1+anez}we
- 2

V, =Rdir.

Fonksiyon sinirsizdir.

Fonksiyonun temel periyodu 7' = 7
olmak Uzere periyodiktir.

x, = kr, k € Zsayilari fonksiyonun sifirlaridir, yani fonksiyonun grafigi x- eksenini(k7,0), k € Z
noktalarinda keser.

Fonksiyon, k € Z igin [—%Hm,%ﬂmj araliklarinda —oo’dan +c0’a kadar monoton artandir.

Fonksiyonun grafigine tanjant egrisi denir.
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4) f(x)=ctgx
D, =R\{kr|k €Z}ve

V,=R

Fonksiyon sinirsizdir.

Fonksiyonun temel periyodu
T = 7'dir.

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
4
|
[
[
[
[
[
[
[

1
I
|
I
1
I
1
I
|
I
H I =TT
I
1
1
|
I
1
I
1

X, =§+k7z, k € Z sayilari fonksiyonun sifirlaridir, yani fonksiyonun grafigi x- eksenini

[%+k7z,0} , k € Z noktalarinda keser.

Fonksiyon, k € Z igin (k7 (k +1)rr) araliklarinda +oo'dan -ooa kadar monoton azalandir.

Fonksiyonun grafigine kotanjant egrisi denir.

Alistirma Sorulari:

1. Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz:

a) y=2sinx b) y=cosx+2

2. Asagidaki fonksiyonlarin periyodik olup olmadigini kontrol ediniz:

a)y=1+sinx b) y=cosx—-2 c)y=—tgx-3

3. Asagidaki fonksiyonlardan hangileri cift, hangileri tek ve hangileri ne cift ne de tektir:
a) y=3x" +cosx b) y=2sinx—3x c) y=sinx+2cosx

4.

a) Hangi fonksiyona periyodik fonksiyon denir?

b) Hangi periyoda temel periyot denir?
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TEKRARLAMA VE PRATIK UYGULAMA ALISTIRMALARI:

Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini belirtiniz:

2x+5

a) f(x)=x"—-3x+7 b) f(x)= 7 c) y=5lg(4—x")

x*+3x—
Asagidaki fonksiyonlarin sifirlarini bulun:

a) f(x)z% b) y=x*-2x>+1 c) f(x)=log(2x+1)

f(0)=-2ve f(1) =0 olduguna gore, f(x) = ax+ b bicimindeki fonksiyonu belirtiniz.

Asagidaki fonksiyonlarin cift ya da tek olup olmadiklarini inceleyiniz:

x2—1 2
- c) f(x)=x"—cosx

a) f(x)=Y(x+1)? +3J(x=1> b) f(x)=

X +

Asagidaki fonksiyonlarin ters fonksiyonlarini bulunuz:

a) _E_ix b) _x+5
YT37Y Y

¢ y=Yx-2 g)y=ln(x+\/x2+l)

f fonksiyonu f(x) = %x+ 2 formuluyle veriliyor.

a) f(-2), £(0), f(3)ubulunuz.

b) x ve y eksenleriyle kesisim noktalarini bulunuz.

c¢) Fonksiyonun grafigini gizin ve a) ve b) siklarindaki noktalari gésteriniz.
¢) Fonksiyon nerede artar? Nerede azalir?

d) X < -1 oldugunda fonksiyonun degerleri nelerdir?

f) Fonksiyon hangi x degeri icin 1 degerini alir?

g) Fonksiyon hangi x degerleri icin -1’den kiictk degerler alir?




TEMEL FONKSIYONLAR

7. f fonksiyonu f(x) =—2x+1formulayle veriliyor.

a) f(-2), f(0), f(3)degerlerini bulun.

b) X ve y- eksenleriyle kesisim noktalarini bulun.

c¢) Fonksiyonun grafigini ¢izin ve a) ve b) siklarindaki noktalari gésterin.
¢) Fonksiyon nerede artar? Nerede azalir?

d) X > 3 oldugunda fonksiyonun degerleri nelerdir?

e) Fonksiyon hangi x degeri icin -5’ten kii¢lik degerlere ulasir?

8. Fonksiyonun grafigi ile veriliyor:

a) Fonksiyonun herhangi bir
noktada maksimum degeri var
mi? Minimum degeri var mi?

b) Fonksiyon nerede artar?
Nerede azalir?

c) X =2 ve X = -1 igin fonksiyo-
nun degerleri nelerdir?

¢) X < -2 oldugunda fonksiyo-

nun degerleri nelerdir?

d) Fonksiyon hangi X degeri
icin -1 degerini alir?

e) Fonksiyon hangi x degerle-

riicin 1 ile 5 arasinda deger-
ler alir?
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9. Fonksiyonun grafigi veriliyor:
51Y

4 3 2 -1 0 1 2 3
_1.
_2-

10. Fonksiyonun grafigi veriliyor:

e —

o

B Ll ]

a) Fonksiyonun herhangi bir noktada
maksimum degeri var mi? Minimum
degeri var mi?

b) Fonksiyon nerede artar? Nerede
azalir?

c) X =2 ve X = 0 i¢in fonksiyonun
degerleri nelerdir?

¢) X < -1 oldugunda fonksiyonun
degerleri nelerdir?

d) Fonksiyon hangi x degeri icin -1
degerini alir?

e) Fonksiyon hangi x degerleri igin 0
ile 2 arasinda degerler alir?

a) Fonksiyonun herhangi bir noktada
maksimum degeri var mi? Minimum
degeri var mi?

b) Fonksiyon nerede artar? Nerede
azalr?

c) X=1ve X =0 igin fonksiyonun
degerleri nelerdir?

¢) X < -1 oldugunda fonksiyonun
degerleri nelerdir?

d) Fonksiyon hangi X degeri igin 1
degerini alir?

e) Fonksiyon hangi x degerleri igin
-1’den kiiglik degerler alr?



MODULER UNITE 3
FONKSIYONUN LiMIiT DEGERI

Bu modiiler linitede sunlari 6greneceksiniz:
Fonksiyonun limit degeri

Bir noktada fonksiyonun surekliligi

Fonksiyonun grafiginin asimptotlari

Temel fonksiyonlarin limitleri

Temel reel fonksiyonlarin grafiklerinin asimptotlari

Ozel limit degerleri




FONKSIYONUN LIMIT DEGERI

FONKSIYONUN LiMIiT DEGERI

1. FONKSIYONUN LiMIiT DEGERi KAVRAMI

Fonksiyonun Limiti

- ’

f(x) D, = R\{-1} fonksiyonu verilmis olsun.
1

X degiskeninin degerleriyle, x, =—, n € N genel terimiyle verilen dizi araciligiyla 0’ a yaklasa-
n

1

lim. (x,) dizisinin degerleriyle ve y, = f(x,) = f(—} fonksiyonunun degerleriyle n € N igin bir
n

tabloda olugturalim.

e,
" 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f(x,) | 050,667 | 0,75 0,8 | 0,833 | 0,857 | 0,875 | 0,889 | 0,9 | 0,909

Bu tablodan, (x,) dizisinin 0’a yakinsadigi ve fonksiyonun (f(x,,)) degerleri dizisinin 1’e yakin-
sadig1 gorilmektedir (¢izime bkn.).

0.8 .
0.6
0.4

0.2

-02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

|f(xn)—1| farkinin mutlak degerinin degerini belirlersek, sunu elde ederiz:

Sf(x,)

0,5

0,667

0,75

0,8

0,833

0,857

0,875

0,889

0,9

0,909

|/ ()=

0,5

0,333

0,25

0,2

0,167

0,143

0,125

0,111

0,1

0,091
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Sunu fark edebiliriz, (x,) dizisinin degerleri 0’a yaklasirken |f(xn)—1| farkinin degerleri 0’a
yaklasiyor.

0’a yakinsayan, yanilimx, = 0 olan bagka bir dizi (x,) alirsak, fonksiyonun degerleri 1’e yakin-
n—»0

sayacagini gbrecegiz, yani

=1.

lim f(x,) =1lim
n—>0 n—o X, +1

1 degerine X = 0 noktasinda fonksiyonun limit degeri oldugunu soyleyecegiz ve lin%f(x) =1
biciminde yazacagiz. (x, 0’a yaklasirken f(x) fonksiyonunun limiti 1'dir diye okunur).

Tanim 1: f(x) fonksiyonu X,'1 igeren bir (a,b) araliginda tanimli olsun (x,’da tanimli olabilir
veya olmayabilir). Eger X,’a yakinsayan her (x,) reel sayi dizisi (n € N, x, € (a,b)) igin
(Ilmx, = x, ) fonksiyonun (f(xn)) degerleri dizisi A reel sayisina yakinsayan yakinsak bir dizi
isng;irolof(xn) = Ao zaman X, X,'a yaklasirken f(x) fonksiyonunun limitinin A sayisi oldugunu

sOyleriz. Fonksiyon X, noktasinda tanimli olmayabilir.
lim f(x) = 4 olarak yazariz.

X‘)XO

A reel sayisina X, noktasinda f(x) fonksiyonunun limit degeri ya da siniri denir.

Fonksiyonun limit degeri kavrami asagidaki tanim ile de verilebilir.

Tanim 2: X degiskeni X,'a yaklasirken ( li_)m f(x)=4) f(x) fonksiyonunun limiti A degerine
sahip oldugunu sdyleriz, eger her € >0icin 6 >0 varsa, 6yle ki her x € D igin, x € (xO -0,x,+ 5)
kosulunu saglayadiginda f(x) € (A—g,A+8) dogrudur, yani |x—x0| <Jise |f(x)—A| <&

gerekir.

Fonksiyonun limit degeri icin her iki tanim da gecerlidir. Bu iddianin kanitini vermeyecegiz. Ta-
nim 1 ve tanim 2’nin geometrik yorumu sekillerde ve appletlerde gosterilmistir.

Tan|m 1: ¥ Cebirsel pencere | b Cizim alani 3 | ™ Tablo Gériinimi 24
®nz=d " n=1 |3 £ EEE=~0-

® fx) =y - N s | c
”\\

S 0w @ m oo e o =
o
-

@ B=(0,1) LI
® A=(1,05) .67
033 075
025 08
02 083
017 0.86
0.14  0.88
013 0.9
011 09
01 091
009 082
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Tanim 2:

€y g
A I i T |
29—08 T0 20+ 90

¥ = f(x)fonksiyonu D, < R kimesinde tanimli olsun ve x, € R noktasl, y = f(x) fonksiyonu-
nun kendisi hari¢ bir komsulugunda tanimli oldugu bir nokta olsun.

Bir noktada veya komsulugunda fonksiyonun limit degerini bulma sorunu, esasen f(x) nok-
tasinin komsulugundaki fonksiyonun degerinin davranisini belirlemektir.

.. x-1
Ornek 1: f(x) =7 fonksiyonu verilsin. Fonksiyonun tanim kiimesi D, = R\ {~1}'dir. Degis-
x »

ken x, =2 € D, noktasina yaklagirken fonksiyonun davranisini inceleyelim, yani fonksiyonun li-
mit degerini belirleyelim.

Céziim: Her n € N igin, X, # —1 olacak sekilde, lim x, = 2 olan herhangi bir reel say dizisi (X,)

alalim. £(x,) =21

limit degeri islemlerini kullanarak sunu elde ederiz:

olacak sekilde fonksiyonun (f(x,,)) degerleri dizisini olusturalim. Dizinin
x +

n

limx, —1
-1 e 2-1 1
limf(xn)=limx" =— = =—.
n—30 mox +1 limx, +1 2+1 3

n—»0

Hern € Niginx, # —lvelim x, = 2olan herhangi bir reel sayi dizisi (X,) igin, fonksiyonun (f(xn))

n—>0

. 1
degerlerinin dizisi limit degeri % olan yakinsak dizidir , yani lim f(x,) :E ‘tar.

) 1
hn}f(x) = 3 biciminde yazar ve xdegiskeni 2’ye yaklasirken f'(x) fonksiyonunun limit degeri-

1
nin g oldugunu okuruz.
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Ornek 2: f(x) = x2—1 fonksiyonu verilsin. Fonksiyonun tanim kiimesi D, = R\ {-1,1} ‘dir. De-
x —

gisken x, =1 ¢ D, noktasina yaklagirken fonksiyonun davranisini inceleyelim, yani fonksiyonun

limit degerini belirleyelim.

C6ziim: Her n € N igin x, # 1 olacak sekilde, lim x, =1olan keyfi bir reel sayi dizisi (x,) alalim.

J(x,)=

-1
x’z’ n olacak sekilde fonksiyonun (f(xn)) degerleri dizisini olusturalim. Dizinin limit de-

X

n

geri islemlerini kullanarak sunu elde ederiz:
x —1 . 1 1 1 1

-1
lim f(x,) =lim——=1lim = =lim == = =—
n—>% ey =1 me(x, —=1)(x, +1) mex,+1 lmx, +1 1+1 2

n—0

‘xn

. 1
11rr11 f(x)= B olarak yazariz.

Not: Ornekte, fonksiyon X, = 1x noktasinda tanimli olmamasina ragmen, fonksiyonun x, = 1

komsulugunda limit degeri vardir ve % dir.

Degisken sonsuza varirken fonksiyonun limiti

Tamim 3: Hern € Niginx, € D,velim x, =colacak sekilde her yakinsak (x,) dizisi igin, f(x)

n—» 0

fonksiyonunun (f(xn)) degerlerinin dizisi yakinsak olarak limiti A ise, yani lim f(x,) = 4

ise, f(x)'in x sonsuza varirken A limitine sahip oldugunu soyleriz ve lim f'(x) = 4 bigiminde
yazariz.

N 2x+1
Ornek 3: lim X

X—>00 x_l

limit degerini hesaplayalim.

Coziim: Fonksiyonun tanim kiimesi D, = R\{l}'dir. Her n € N igin X, # 1 ve limx, =, ise

n—0

.1
lim— = 0 olacak sekilde bir(xn) reel sayi dizisi alalim. Dizilerin 6zelliklerinden sunu elde ederiz:

n—>0 X

x| 24+—
o 2x, 4l [ xj 240 . 2x+1
lim—*—=1im = =2 elde edilir. Tanim geregi, lim =2 seklinde
n—»0 xn_l X—>0 1 1-0 el |
x, | 1-—
xn

yazabiliriz.
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Onceki tanimlari géz 6niinde bulundurarak, asagidaki limit degerlerini grafiksel olarak
gosterebiliriz.

lim £(x) = o0 lim £(x)= A lim £(x) = +o0
(x,=0) (4=0)
i by by
4 4
3 3
X
2 2
1 1
U 2 4o 1 2 3 3 2 0 1 2 3
1 1
2 2
3 3
lim f(x)=-o lim f(x)=+400=00 lim f(x)=—o
by
3 Ay 3

£
2 -1 0 1 2 -3 2 o i 2
1 3
-1 4
-2 -2 g
-3 =g

Sol ve sag limit degerler

X degiskeni X,’a sadece soldan veya sadece sagdan yaklastiginda fonksiyonun davranisini be-
lirleme ihtiyaci siklikla ortaya gikar. Bu sekilde, X, noktasinda bir fonksiyonun sol ve sag limit kav-
ramina ulasiriz.
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Tanim 4: f(x) fonksiyonu, X, noktasi hari¢ (a,x,) arali§inda tanimli olsun. Her n € N igin
x, € (a,x,) olacak sekilde ve (limx, = x,) olan her (x,) reel sayi dizisi igin, fonksiyonun
(f(x,)) degerleri dizisi A, reel g;\o/olsma yakinsayan yakinsak bir dizi ise ( lim f(x,) = 4) o
zaman f(x) fonksiyonunun x degiskeni X,'a soldan yaklasirken limitinin A, sayisi oldugunu

soyleriz ve lim f(x)= A olarak yazariz.

X=X

A, reel sayisina X, noktasinda f(x) fonksiyonunun sol limit degeri veya sol limiti denir.

Tanim 5: f(x) fonksiyonunda x degiskeni X,'a soldan yaklasirken lim f(x)= A4, olarak
gosterilen bir sol limit degerine sahip oldugunu soyleriz, yani eger herhaongi bir kiicike>0
sayislicin, her x € (xo -0, xo) icin, |f(x) - A1| < ¢ esitsizligini saglayan bir A > 0 sayisi varsa

f(x) fonksiyonunun soldan limit degeri A, dir deriz.

Tanim 5’in geometrik yorumu:

\

R == === =
|

x0—6

Ornek 4: lim

x—=27 X —

sol limit degerini bulalim.

Coziim: Fonksiyonun tanim kiimesi D, = R\{2}dir. Her n € N igin, x, <2 ve lim x, =2 olacak

n—»0

sekilde bir (x,,) reel sayi dizisi alalim. x, <2‘den, hern € N igin x, —2 <0 ve lim(x, —2) = 0 elde

ederiz, oradan da

—00

lim £(x,) = lim—— =~
n—> e x =2 lim(x, —2)
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Fonksiyonun sol limiti lim 3 5 = —oo oldugunu yazabiliriz.
x=>27 X —

Tamim 6: f(x) fonksiyonu, X, noktasi harig (x,,b) araliginda tanimli olsun. Her n € N igin
x, € (x,,b) olacak sekilde ve (limx, = x,) olan her (x,) reel sayi dizisi i¢in, fonksiyonun
(f(x,)) degerleri dizisi A, reelnsgo;|5|na yakinsayan yakinsak bir dizi ise (ll_{g f(x,)=4))0
zaman f(x) fonksiyonunun x degiskeni x,'a soldan yaklasirken limitinin A, sayisi oldugunu
soyleriz ve 4, (xlirf{ f(x) = A4,))olarak yazariz.

A, reel sayisina X, noktasinda f(x) fonksiyonunun sag limit degeri veya sag limiti denir.

Tanim 7: f(x) fonksiyonunda x degiskeni x,'a soldan yaklasirken hm f(x) = A,olarak gosterilen
bir sag limit degerine sahip oldugunu soyleriz, yani eger herhangl bir kiiglik € > 0 sayisi
icin, her x e(xo,x0 +5) icin, |f(x)—A2| < & esitsizligini saglayan bir A > 0 sayisi varsa f(x))
fonksiyonunun sagdan limit degeri A, dir deriz.

Tanim 7’ nin geometrik yorumu:

As+e
Ay
i
AQ —g :
/— :
I
I
1 -~
Ty xg+ 0
Ornek 5: lim > sag limit degerini bulunuz.
2" x —

Coziim: Fonksiyonun tanim kiimesi D, = R\ {2}dir. Her n € N igin x degigkenix, >2 velimx, =2

n—0

olacak sekilde bir (x,) reel sayi dizisi alalim. x, > 2‘den, hern € N iginx, =2 >0 ve lim(x, —=2)=0
elde ederiz, bu da sunu gosterir:
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lim f(x, ) =lim S - 3 =
" e x =2 lim(x, —2)

Sag limit degerini su sekilde yazabiliriz: lim =+00

x=2" x =2

Fonksiyonun grafiksel gosterimi ve X = 2 apsisli noktanin komsulugundaki grafigin davranisi

(x = 2 dogrusu) asagidaki gibidir.

Ornek 6: f(x) = +/1— x fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyonun tanim kiimesi x < 1dir, yani
D, = (—oql]’dir. Fonksiyon icin sadece soldan limit degeri lim +/1 — x aranabilir.
: x—>1"

Coziim: Hern € N igin x, <lvelimx, =1olacak sekilde bir (x,) reel sayi dizisi alalim. x, <1‘den,

n—>0

hern e Niginl-x, >0velim(l1-x,) =0 elde ederiz, bu da sunu gosterir:

lim f(x,) =lim,/l-x, =0.

Sol limit degerini lim +/1—x = 0 olarak yazabiliriz.

x—1

Fonksiyon ve limit degeri ¢izimde grafiksel olarak gosterilmistir.
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A

3_
1—a
2_
4 3 2 10 1 2 3

Ornek 7: f(x) =+/x—2 fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyonun tanim kiimesi x > 2, yani
D, = [2, +oo)’dir. Bu fonksiyon icin sadece sagdan limit degeri lim +/x — 2 aranabilir.

x—2*

Coziim: Her n € N igin x, > 2 ve limx, =2 olacak sekilde bir (x,) reel sayi dizisi alalim. x, > 2

n—»0

‘den, hern € N igin x, —2 > 0 ve lim(x, —2) = 0 elde ederiz, bu da sunu gosterir:
lim f(x,) =lim\/x, =2 =0.
Sag limit degerini litg \x—2 =0 olarak yazabiliriz.

Fonksiyon ve limit degeri ¢izimde grafiksel olarak gosterilmistir.

b

3_
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Eger lim f(x) = lim f(x)= lim f(x)ise, fonksiyonun X = X, noktasinda bir limit degeri var-

dir. (Fonksiyonun x = X, noktasindaki sol ve sag limitleri esitse, fonksiyonun o noktada bir limiti
vardir ve bu limit sol ve sag limite esittir).

X—> X=X,

Eger lim f(x)= lim f(x)ise, fonksiyonun X =X, noktasinda bir limit degeri yoktur.

Ornek 8: ling limitini hesaplayiniz.
X2 x —
Coziim: Daha 6nce lim 5 = — oo, lim = + oooldugunu hesapladik, dolayisiyla fonk-
x-27 X — x->2" x —

siyonun X = 2 noktasinda bir limit degeri yoktur.

Not: Bir fonksiyonun bir noktadaki limit degeri, o noktanin komsulugundaki fonksiyon deger-
lerinin davranisini temsil eder.

Fonksiyon limitlerinin ozellikleri

Yakinsak dizilerin 6zelliklerini kullanarak, verilen noktalarda fonksiyonlarin limit degerlerini
kolayca belirleyebilecegimiz bazi islemlerde limitlerin 6zellikleri ispatlanabilir.

Teorem: f(X) ve g(x) fonksiyonlariigin lim f'(x) = A ve lim g(x) = B limitleri varsa, o halde:
lim(f(x)tg(x))=1lim f(x)£lim g(x)= A+ B

Hm (7 (x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x) = 4-B
(%) lim f(x) y

X—)XO _

B #0 olmak Gizere, lim == ==,
on g(x)  limg(x) B

¢ € R sabitsayiise, lim(c- f(x))=c- lim f(x)=c- 4,

neR igin limy/f(x) =;\,/}i_)r£1 f(x) =44,

, lim /(x)
aeR,A>0icin lima’” =g~ =a",

X=Xy

Not:

Fonksiyon limit degerleri ile ilgili tim bu islemler, X >+ «o’a vardigi ve X, noktasindaki sol ve
sag limit degerleridurumlar icin de gecerlidir.
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Cogu problemde, limit teoremi dogrudan uygulanamaz, ancak fonksiyonlarin verildigi ifade-
leri 6nce bu iddialarin uygulanabilecegi bir ifadeye dondstiririz.

2
-1
Ornek 1: Verilen deger icin fonksiyonun limit degerini hesaplayiniz: 11rr21 al 2
2 x4+

Cozum: Limit degerini hesaplamak i¢cin 6nce paydanin limit degerini hesaplayalim:

lim(x+4)=limx+1lim4=2+4=6=%0. Verilen teorem geregince

x—2 x—2 x—2

_x2

. 1
lim = -
=2 x+4 11rr21(x+4) 2+4 6 2
x—
Ornek 2: Verilen deger icin fonksiyonun limit degerini hesaplayalim:

2
a) lim ¥ —4
=2 x+2

Coziim: Pay ve paydadaki fonksiyonlarin limit degerleri icin sunlari elde ederiz:

lim (" —4) = (<2)" ~4=0ve lim (x+2) =(-2)+2 =0,

bu nedenle bolimin limit degeri igin % belirsizligi elde edilir. Ancak bu, fonksiyonun x- -2

iken limit degerinin olmadigl anlamina gelmez. Limit degerini hesaplamak icin 6nce kesri donis-
tlrecegiz, boylece payi kisaltilmis formill kullanarak ¢carpanlarina ayiracagiz ve ardindan X + 2 ile
sadelestirecegiz (bu mimkindur, cinkl X -2’ye yaklasir, -2’ye esit degildir, bu nedenle x + 2 # 0)
ve sonunda teoremi uygulayacagiz.

O

hmx2 % b (x=2)(x+2) _

11 (x 2)=-2-2=-+4
=2 x+2  x2 x+2

2
.ox =Tx
b) lim —;
=0 X"+ x

Coziim: a) sikkindaki problemle ayni nedenlerden dolayi, pay ve paydadaki fonksiyonlarin li-
mitleri 0’a esittir ve ilk esitlik isaretinin Uzerine yazariz, ardindan payi ve paydayi ¢arpanlara ayi-
rarak donUstlririz ve ayni carpanla sadelestiririz. Boylece elde sunu elde ederiz:

0
2_7x0 _
lim > : 7x:hmx(x 7) im (x=7) 7) 0-7
=0 x4+ x 20 x(x+1) =0 (x+1) 0+1
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Bundan sonra, ilk adimlari zihinsel olarak hesaplayacagiz ve sonuclari ilk esitlik isaretinin lize-
rine yazacagiz, ardindan donistmlere ve limit degerini hesaplama teoremine uygulamaya de-
vam edecegiz.

. X" —4x+3
) lim———
=l x" =3x+2

|| ol

x*—4x+3
Cozim: lim———
=l x"=3x+42

x> —4x+3 =0 ikinci derece denkleminin ¢dziimleri X, = 1 ve X, = 3’tlir, bu nedenle paydaki
ikinci derece polinom x> —4x +3 = (x —1)(x —3) dogrusal carpanlarina ayrilir.

x> —=3x+2=0ikinci derece denkleminin ¢éztimleri X, = 1 ve X, = 2'dir, bu nedenle paydadaki

ikinci derece polinom x* —3x+2 = (x—1)(x—2) dogrusal garpanlarina ayrilir.

Simdi yerine koyma ve limit degerleri islemleri teoremini kullanarak sunu elde ederiz:

im (x=1)(x-3) im (x-3) 1-3 2 5

ol (x=1)(x=2) =1 (x=2) 1-2 -1

0
2 10 _
Coziim: fim =1 S DD, 1+l 2

ol x” =1 = (x=I)(x"+x+1) =1x"+x+1 1"+1+1 3

Ornek 3: Verilen deger icin fonksiyonun limit degerini hesaplayin:

- x-2
a)lim————

x—2 x_2
Coziim: Asagidaki problemde payi rasyonalize etme yontemini kullanacagiz.

dE2E EoVE e (V) (V2]

lim =

S am2 o xo2 Vre2 o (x-2)(Vxe2)

= lim =2 IR BN B B}
S (x-2)(Vay2) 7 (VaeN2) V242 22 4




FONKSIYONUN LIMIT DEGERI

b hm
) \/x+
0
Coziim: hm\/ i Vx+ CNX+4+2 Jx+9+43
0 Jx+ %\/x Nx+4 +2 \/x+9+3
( ) Jx+9+3 i x+4-4 x+9+3

. 1m .
( /x+9) 32 Nx+4+42 P x+9-9 JYx+4+42
Nx+9+3 . \/x+9+3 \/0+9+3 3+3 6 3

=lim =lim
0 x Jxtd+2 0 Jxrd+2 Jord+2 242 4 2

. A1+2x -3
¢) im——
x—4 /x_2
- CoA1+2x -3 . J142x-3 Jx+2 J1+2x+3
Cozim: lim———=1lim . . =
Jx-2 =t Jx-2 Sx+2 J1+2x+3

=

x—>4
iS22 26 Vw
=4 x—4 o4 f110x 43 4 x—4 =4 J142x 43

, NA+2 4 4
6 3

\/_+3

Ornek 4: Verilen deger icin fonksiyonun limit degerini hesaplayin:

x* -1
a) lim 5
xoo xT —2x+7
Coziim: X >0 oldugunda pay ve payda sonsuz blyik biydkliklerdir ve bolimleri belirsizdir

= Bu nedenle ifadeyi 6nce donistiririz (pay ve paydadan en biiylk X derecesini ayiririz, bu

[00]
ornekte x?dir) ve ardindan limit degeri teoremi kullanilabilir.
2
2 X 1 1
® X - _
‘ 2ol e (xz sz ‘ 1 7
lim— =lim ; =lim—2* =
oo xC —2x 47 xow 2 xi_g l "_’“’1_24_1
X v x x x
1
=lim 1_? _ =0 1
oy 2.7 1-0+0 1
LY
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2
) -4
b) lim————
oo xT +x+5
Cozim:
. | x* 4
lim 3 =lim =1lim =
oo x? 4+ x4+5  xow x3 X 5 X0 1 5
| S+5+5 x| 1+—+—
X x X X x
4
X 1-0
=lim— = =
x> X 1 5] 14040
I+—+—
X x
2
o) lim=——2
e 3xT —4

Coziim: ilerde bazi 6devlerin ¢éziimiinde kullanilacak kisa uygulama:

3
lim| 1—-—-
x2—3 X—)oo( xzj_l

lim = =
- 3xt —4 . 4 3
lim| 3 - —
X

X—>0

Ornek 5: Verilen deger icin fonksiyonun limit degerini hesaplayiniz:

x’ X
lim > -
ool 3x" -4 3x+2
Coziim: X >0 oldugunda, ilk ve ikinci kesir sonsuz biyiik biyudkliklerdir ve belirsizlik (0o — o)
ortaya cikar, bu nedenle ifadeyi 6nce donustiririz.
x’ 3 x Miwlim X (Bx+2)-x"(3x* —4) B
3x* =4 3x+2 ¥ (Bx* =4)(3x+2)

lim
X—>00

2x° +4x* B
(3x* —4)(3x+2)

=lim
X—> 0

3xt+2x7 = 3x* +4x° )
> =lim
G —H)(3r+2) ) oo

3 2x3 4x2j 4
Yol st 24—
(x X X

=lim 5 =lim , 5
X X

X2 x2 X X
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3 2+0 2
(3—0)(3+0) 9
Ornek 6: lirg sol limit degerini hesaplayiniz.
x—-27 x —
Coziim: lim sol limit degerini x = 2 — hdegisimiyle bulacagiz, burada # > 0 ve 7 — 0. BOy-

=2 x =2
lece elde ederiz:

Ornek 7: lim sag limit degerini bulun.
=2t x =2

Coziim: lim 5 sag limit degerini x =2+ & degisimiyle bulacagiz, burada 4 >0 ve & —0.
=20 x —

Boylece elde sunu elde ederiz:

. 3 ) .3
lim =lim =lim—=+w
2" x =2 024 h—2 w0}

Ornek 8: f(x) = v/3 - xfonksiyonu verilsin, bu fonksiyonun tanim kiimesi x < 3, yani D, = (—00,3]
‘tlr. Bu fonksiyon igin sadece sol limit degeri lim +/3 —x aranabilir.

x—3"

Coziim: lin; V3—-x = Lirr(}«/3—(3—h) = m\/% =0. Burada 2 > 0 ve 7 — 0 olacak sekilde
x =3—hdegisimini yaptik.

Ornek 9: f(x)=2++/x—1 fonksiyonu verilsin, bu fonksiyonun tanim kiimesi x >1, yani
D, =[1,+w)dir. Bu fonksiyon igin sadece sag limit degeri lim(2+\/x—1) aranabilir.

x—1"

Coziim: 1im(2+\/ﬁ)=m(z+,/(1+h)—1)=1hi£r3(2+\/Z)=2+0=2.

x—>1"

Burada & > 0 ve 2 —0 olacak sekilde x =1+ & degisimini yaptik.

x* -4

Ornek 10: f(x) = fonksiyonu X = 2’de tanimli degildir.

x’ -4

X=> 2 iken f(x)=
x

belirli bir degere yaklasir mi? Limit degerini hesaplayiniz ve fonksi-

yonu grafiksel olarak gosteriniz.
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x’ -4

Cozim: f(x)=

X = 2 noktasinin komsulugundaki fonksiyonun degerini inceleyelim. Asagidaki tabloda, genel

fonksiyonu D, = R\ {2} tanim kiimesi ile verilsin.

terimix, =2 +Wolan ve 2’ye yaklasan bir diziden elde edilen bazi fonksiyon degerleri verilmistir.

X 2,4 2,04 2,004 2,0004 o2

S(x) 4,4 4,04 4,004 4,0004 .4

Fonksiyonun grafiksel gosterimi:

Ly

Fonksiyon X = 2 noktasinda tanimli degildir, ancak sol ve sag limit degerleri vardir ve bunlar
esittir.

x*—4 Mim (x—2)(x+2)

lim — lim(x+2) =lim(2—h+2)=4
=2 x—=2 x—2" X — x—2" h—0

2 4 “2)(x+2
lim =% _ Jim B3O e 2) lim2 4 At 2) =4
=2t x =2 xo2f X — x—2" h—0

x’—4

=4 elde edilir.

Dolayisiyla , fonksiyonun limit degeri lim

x—2 x_2
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Alistirma Sorular::

1. Verilen limit degerleri belirtiniz:

a) lim(2x* —5x+1) b) Tim 2 —4
x—-2 -3 3x+1

2. Asagidaki fonksiyonlarin sol ve sag limitlerini bulun:
2x+3

a) f(x )_ te x, =1 b) f(x):x_4 te x, =-2
xX+2
xP—4x+2 -1
c X)=——te x,=2 x)= te x, =1
) D= e ) S0 = e
1
d) f(n)=e" te x,=0 dh) f(x)=——
1+e*
3. Asagidaki limit degerlerini bulun:
5 4 2
a) lim ™ +55x +4x b) lim™ —6x+5
=0 X7 +2x ol x" =2x+1
x —4x+3 . Jx-a
¢) im——— ¢) lim
=1 x? —3x+2 e X —q

- Jx+6-46
d) lim X6 -V6
x=0 X

2
e) lim>X—¥*
x—l1 ,[x_l

4. Asagidaki limit degerlerini bulun:

2 3 2
a) lim| L 2% J b) lim| —= X J

=1 x—1 x* -1 oo 3x% —4 3x+5

xX+6 x+1
c) lim = -—
x4 -16 x"—4x

1 4
¢) lim -
=2\ x+2 x*—4

2
d) fim| 2X+3 _12x +7x+5j dh) lim(\/x2+4x—x)

x_% 3x-1 9x* -1 x>0

e) lim(\/xz +2x-5 —x)

X—>00
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5. Su limit degerleri bulunuz:

. 2x"—x+1 . 3x7-2x-1
a) lim——— b) lim————

oo x"4+9x o 4xT +x+2

. oxt+l . 4x—x"+4x-3
c) lim—; ¢) lim 5

=0 x” +1 xoo 3x7 —4x+1

/ 2
d) lim 2 ;1 dh) £i£§0(\/x+a—\/})

X—>0 X —

e) lim(x—\/x2 +bx)

X—>0

6. Asagida bazi fonksiyonlarin grafikleri gosterilmistir. Kirmizi yuvarlak cizgi ile isaretlenen bol-
gelerde sirasiyla fonksiyonlarin limitlerini belirtiniz.

a) b) c)

Resimleri sunulan uygun cevaplarla eslestiriniz:

1) lim f(x)=+o, 2) lim f(x)=4, 3) lim f(x)=+o0

X—)XO
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2. FONKSIYONUN SUREKLILiGi

Fonksiyonun sirekliligi, matematikte cok dnemli bir kavramdir. Bircok dogal olay ve tekno-
lojik stireg, gercek fonksiyonlarin stirekliligi ile iliskilidir. Kavramin tanimi, bir fonksiyonun limit
degeri ile iliskilidir.

Fonksiyonlarin birka¢ 6rnegine bakalim ve onlar i¢in neyin gecerli oldugunu goérelim.

Ornek 1: x, = 1 noktasindaki fonksiyonlarin limit degerini bulun. Bu noktadaki limit degeri ve
fonksiyon degeri hakkinda ne sonug ¢ikarilabilir?

2
x -1
) f(x)="— N
5]
Coziim: Tanim kimesi D, = R\ {1} dir.
i
X, = Ligin fonksiyonun degeri mevcut degildir ve
limit degeri icin sunu elde ederiz: (bos bir nokta B N ! 5 A =
ile gosterilmistir) \ :
1 1
2
lim2—L — Jipy ¥ DD :
x—1 l_x x—1 _(x_l) S -
:—lin}(x+1) =-2 -3 1
x’ -1
—, x#1 i
b)g(x) =1 1-x y
1, x=1 2
Coziim: Tanim kiimesi D, = R. ==
x, = ligin fonksiyonun degeri g(1) = I'dir ve limit X

2 — p—
lim x =1 im (x—=1D(x+1) _
x—1 l_x x—1 _(x_l)

I
I
degeri icin sunu elde ederiz: R N i S
_1 I
I
I

= —lim(x+1) =2

2_

Bu nedenle, 1in11x = 2#1=g(l) elde
edilir. ol l-x
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x -1 |
h(x)=7 1-x"

Coziim: Tanim kiimesi D, = R'dir.

x, = ligin fonksiyonun degeri A(1) = —2'dir ve 3 2 N o ! A 3 -
limit degeri icin sunu elde ederiz: \ :

2 -1 |
lim ™ 1 im (x—1(x+1) _ :
-l 1—x x—1 _(x_l) Y .
= —linll(x+ H=-2

X—> -3
xi -1

O halde, 1)}2} " =-2=-2=h().

—X
Bu sekilde sunlari elde ettik:
a) f(x) fonksiyonu x, =1 noktasinda tanimli degil, ancak bu noktada bir limit degeri var.

b) g(x) fonksiyonu x, = 1 noktasinda tanimli, bu noktada bir limit degeri var, ancak bunlar esit
degil.

c) h(x) fonksiyonu x, = I noktasinda tanimli, bu noktada bir limit degeri var ve bunlar esittirler.

Buna gore, /(x) fonksiyonu x, =1 noktasinda streklidir ve f(x) ve g(x) fonksiyonlari bu nok-
tada slreksizdir.

Tanim 1: Df kiimesinde tanimli bir f'(x) fonksiyonu igin, su durumlarda X, = X noktasinda
sureklidir denir:

1) f(x) fonksiyonu X, = X noktasinda tanimhdir, yani x,, € Df,
2) lim f(x) vardir.

3) lim £ (x) = £ (x,)-

f(x) fonksiyonu 1) — 3) kosullarindan birini saglamazsa, X,'da streksizdir. X, noktasina
sureksizlik noktasi denir.
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2x

Ornek 2: f(x)= 3 fonksiyonunun X = 2 noktasindaki stirekliligini inceleyelim.

Coziim: Tanimdaki kosullarin karsilanip karsilanmadigini kontrol ediyoruz.

Fonksiyonun tanim kiimesi D, = R\ {3}'tir.

1.2 € D, olduguna gore, f(2) = P =4 degerini belirleyebiliriz.

2x 2:2
2. lim f(x) =lim =——=4, yani lim f(x) vardur.
x—2 f( ) x—2 3 —-Xx 3 — 2 y x—2 f( )

3.lim f(x)=4= £ (2)

2x

Tanima gore, f(x) = fonksiyonu X = 2 apsisli noktada stireklidir.

2x

fonksiyonunun X = 3 noktasindaki strekliligini inceleyiniz.

Ornek 3: f(x) = 3
Coziim: Tanimdaki kosullarin karsilanip karsilanmadigini kontrol ediyoruz.

Fonksiyonun tanim kiimesi D, = R\ {3}'tur.

1.3¢D,ve f(3) :%:%: (sifira b6lme mimkiin degil!l!) degeri belirtilemez.

Tanimdaki kosullardan biri karsilanmadigi igin, diger kosullari kontrol etmeye devam edeme-
2x
3—x
ririz, yani streksizdir.

yizve f(x) = fonksiyonunun X = 3 noktasinda bir kesiklilik s6z konusu oldugu sonucuna va-

Fonksiyonun grafiksel gosterimi:

1 1
10‘V 1e.
x=21[1X=3

8 i1
11
6 1 1
1
4 1
1
1 1
2 I 1
1 4

] 8 B = 2,14 6 8 10
225 I 1
1 1
11
-4 | I |
1 1
-6 11
I 1
-8 [ |
18]
|
-10 i 4




FONKSIYONUN LIMIT DEGERI

Tanim 2: y = f(x)fonksiyonu, 4 € D /kiimesinde siirekli olmak icin, A'daki her xo noktasinda
surekli olmahdir.

Ornek 4: f(x) = x_z fonksiyonunun tim tanim kiimesindeki stirekliligini inceleyiniz.
X+

Coziim: Fonksiyonun tanim kiimesi D, = R\ {—2}dir. a sayisi -2’den farkli herhangi bir reel sayi
olsun. Su sonuglari elde ederiz:

l.aeD,vea#-2igin f(a)= a_i degerini belirtebiliriz,
a+
: . x=2 -2
2. 11mf(x):hmx :a—limiti vardir,
x—>a wax4+2  a+2
. 2
3. lim f(x) == = f(a)
x—>a a+?2
x—2

Bu nedenle, f(x) =

5 fonksiyonu, x = a € D, noktasinda sureklidir. a, fonksiyonun tanim
X+

kiimesindeki herhangi bir reel sayi oldugundan, fonksiyon tiim tanim kiimesinde sireklidir.
Fonksiyon, a = -2 noktasinda tanimli degildir, bu nedenle tanimdan fonksiyonun f'(x) = x_—2

icin bu noktada stireksiz oldugu sonucu elde edilir. x+2

Fonksiyonun grafiksel gosterimi:




FONKSIYONUN LIMIT DEGERI

Teorem: f(x) ve g(x) fonksiyonlar x = x, € D, ND, noktasinda siirekli oldugu durumda,
X = x, noktasinda asagidaki fonksiyonlar da sureklidir:

F0)+8(0), £(0)-g(x)ve g E

% g(x,)# Oise.

. +2
Ornek 5: f(x) = xz 1 fonksiyonunun siireksizlik noktalarini belirtiniz.

Cozlim: Fonksiyonun tanim kiimesi D, = R\ {-2,2}'dir.

Once tanim kiimesindeki her noktayi ele alalim.

l.aeD,vea#-2vea#2igin f(a)= a2+24 degerini belirtebiliriz.

x+2 a+?2

2. hm x)=1lim = limiti vardir,
SO —a x*—4  a’—4

3.lim /()= = at+2

TRARE

Bu nedenle, fonksiyon her a € D, noktasi igin stireklidir.

Fonksiyon X = =2 ve X = 2 noktalarinda tanimh degildir, bu nedenle tanimdan bu noktalarin

[l =2

24 fonksiyonu icin stireksizlik (kesiklilik)noktalari oldugu sonucu elde edilir.

Bu noktalardaki limit degerleri icin sunu elde ederiz:

2 2 1 1
lim f(x)= lim s im e lim =——
¥2 2 x4 e (x=2)(x+2) >2x-2 4
lim f(x)= lim 252 = lim — 22 iy oL
x>-2 -2 3P =4 a2 (x=2)(x+2) 2 x—2 4

Demek ki, lim f(x)=lim f(x)= —% = lim2 f(x) elde edilir.
—-2" x—>-2" X—>=

lim f(0) = lim 22 = fim—2 _m L= o
X2 2 xT =4 o2 (x=2)(x+2) w2 x-2
lim £(x) = lim 22 = lim —22 i — = o0
x—2" =28 xt =4 xo2F (x—2)(x+2) 2" x =2

Demek ki, lim f(x)# lim f(x).
x—2" x—2"
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Sonug olarak, X = -2 siireksizlik noktasinda fonksiyonun bir limit degeri vardir, ancak X = 2 su-
reksizlik noktasinda ne bir limit degeri ne de sonsuz bir limit vardir.

Fonksiyonun grafigi:

\is

3
il
1
o
il e e e e e e e e e e
w
iy
w

Not: f(x)=a,x" + an_lx"‘1 +...+a,, polinom fonksiyonu, n € N icin, a,,...,a,_,,a, € Rigin, tim
reel sayilar kiimesinde sureklidir.

ispat, 6rnek 5’in ilk kisminda yapildigi gibi, benzer sekilde yapilir.

.. -1, x<0
Ornek 6: f(x) = fonksiyonunun sirekliligini inceleyelim.
x—1, x>0

Coziim: x < 0 igin f'(x) sabit bir fonksiyondur, yaniy = -1, bu da her noktada sureklidir.

x> 0icin f(x) birinci dereceden bir polinom fonksiyonudur ve her noktada sureklidir.

Tek kritik nokta x = 1’dir, ¢linkl fonksiyon noktanin solunda ve saginda farkli ifadelerle tanim-
lanmistir. X = 01 kontrol edelim.

1L f(0)=-],

2. lirg; f(x)= liré}(—l) =—lve lir(l)l+ f(x)= lirg}(x—l) =—lbuda lin(}f(x) =—1,anlamina gelir,

3.1im /(x)=~1= /(0).




FONKSIYONUN LIMIT DEGERI

Fonksiyonun x = 0’da siirekli oldugu sonucu elde edilir.
Fonksiyonun Grafiksel GOsterimi:

lsy

P

o

X, x=0
f(x)={x",0<x<4

Ornek 7: X+4.X>4  fonksiyonu surekli midir?

Coziim: “Sorunlu noktalar” x = 0 ve x = 4’0 inceliyoruz. Diger tim noktalarda, yani araliklar-
da, fonksiyon sureklidir.

x = 0 igin tanim kosullarini kontrol ediyoruz:

1. f(0)=0

lim f(x)=limx=0 lim f(x)=limx’ =0 lim f(x)=0
r—l~ r—0~ ve y—s0*

2. x=0* , bu nedenle =0

o lmf)=0=70)

Fonksiyonun x = 0 noktasinda siirekli oldugunu elde ederiz.
Simdi x = 4 igin tanim kosullarini kontrol ediyoruz:

1. f(4)=16,
2. lim f(x)= m{t]_xl =168 lim f(x) = 11'111_(::4-4):3,
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lim f(x)# lim f(x)oldugundan, linalf(x) yoktur.
x—4" x—4" x—

Bu nedenle, fonksiyon x =

Fonksiyonun grafigi:

4 noktasinda sureksizdir.

2
.. -1,
Ornek8: f(x) = { @
X

3

x<1
S 1fonksiyonunun stirekli olmasini saglayacak bir a reel sayisivar mi?
x>

Coziim: Once arastiralim. GeoGebra’da olusturulmus bir uygulama kullanarak, a kaydiricisini

hareket ettirelim ve fonksiyonun hangi a degeri icin stirekli olacagini gézlemleyelim.

Surekliligi grafiksel olarak belirleyecegimiz bir animasyon uygulamasi.

Not: Neyi fark etmemiz gerekiyor ve ne zaman sirekli olacaktir? Kaydiricinin degerini hare-

ket ettirerek ax” —1 fonksiyonunun grafigi degisir. Apsisi X = 1 olan bir noktada iki grafigin bag-

lanmasini istiyoruz.
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i

https://www.geogebra.org/m/suemrzya

x <licin f(x)ikinci dereceden bir polinom fonksiyonudur ve her noktada sureklidir.
x > ligin f(x) birinci dereceden bir polinom fonksiyonudur ve her noktada stireklidir.

Tek kritik nokta X = 1’dir, ¢link( fonksiyon bu noktanin solunda ve saginda farkl ifadelerle ta-
nimlanmistir. a parametresinin hangi degeri icin f(x) fonksiyonu x = 1’de siirekli olacaktir? Ta-
nima gore:

1. f(h)=1,
2.lim f(x) =lim(ax* 1) =a—1ve lir{} f(x)= lir}} x=1,
x—1" x—1" X— x—

Bu nedenle, limit degerinin var olmasi igin lim f(x) = lim f(x) olmasi gerekir, yani a—1=1,
x—1" x—1*
buradan a = 2 elde ederiz.

3.a =2 degeriicin liirllf(x) =1= f(1) elde ederiz.

Demek ki, fonksiyon X = 1’de sireklidir, yani fonksiyon her reel sayi igin stireklidir.
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Surekli fonksiyonun grafiksel gosterimi:

X
4 3 2 4 K/ 1 2 3 a4
_2_
_3_
(x-1y, x<0
Ornek 9: a ve b parametrelerinin hangi degeri icin f(x)=9 ax+b, 0<x<]1 fonksiyonu
stireklidir? Jx, x>1

Coziim: Once arastiralim. GeoGebra’da olusturulmus bir uygulama kullanarak, a ve b kay-
diricilarini hareket ettirelim ve parametrelerin hangi degeri icin fonksiyonun stirekli olacagini
gozlemleyelim.

Fonksiyonun siirekliligini grafiksel olarak belirleyecegimiz bir animasyon uygulamasi.

a=-3 ly

N

r><

https://www.geogebra.org/m/kvt6aayw

x < 0icin /(%) stirekli fonksiyondur.

0 < x < licin /(%) birinci dereceden bir polinom fonksiyonudur ve her noktada sireklidir.
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x > Ligin f(x) bir kuvvet fonksiyonudur ve tanim kiimesindeki her noktada siireklidir.

Kritik noktalar X = 0 ve X = 1’dir, ¢linkl fonksiyon bu noktalarin solunda ve saginda farkl ifade-
lerle tanimlanmistir. a ve b parametrelerinin hangi degeri icin f(x) fonksiyonu siirekli olacaktir?

Tanimdan, fonksiyonun X = 0’da siirekli olmasi icin 6ncelikle neyin saglanmasi gerektigini
belirleyelim:

1) f(0)=(0-1)" =-1,

2) lim f(x) = lim(x—1)' =~1ve lim f(x) = lim(ax+b) =b,
x—0" x—0" x—> X

Bu nedenle, limit degerinin var olmasl icin lim f(x) = lim f(x) olmasi gerekir, yani =1 =5,
buradan b =—1elde ederiz. x>0 x—0

3. b =—1degeriicin {Ci_r)r(}f(x) =—1= f(0) elde ederiz.

Tanimdan, fonksiyonun x = 1'de sirekli olmasi icin neyin saglanmasi gerektigini belirleyelim:
1) fO)=+1=1,

2) lim /(x) = lim(ax+b) = a+bve lim £ (x) = }E}(J}) =1,

Bu nedenle, limit degerinin var olmasi icin lim f(x) = lim f(x) olmasi gerekir, yania+b =1.
x—=1" x—-1*
3.a+b=1degeriigin linlnf(x) =1= f(1) elde ederiz.

Fonksiyonun her iki noktada da siirekli olmasi icin her iki kosulun da saglanmasi gerekir, yani
su denklem sistemi elde edilir:

b=-1 b=-1 b=-1 b=-1
Bu denklem sistemini ¢cozerek = = elde edilir.
a+b=1 a+(-1)=1 a=1+1 a

Fonksiyonun X = 0 ve X = 1 noktalarinda surekli olmasi igin parametrelerin degerleri a = 2 ve
b = —1'dir ve bu sekilde aranan fonksiyonu elde ederiz:

(x-1°, x<0
f(x)=9 2x-1, O<x<l

\/;, x=>1
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Surekli fonksiyonun grafiksel gosterimi:

|
a=2 Y
] 3]

Ornek 10: Asagidaki fonksiyonlar grafiksel olarak verilmistir. Onlardan hangilerinin X = a icin
surekli oldugunu ve varsa fonksiyonun bu noktadaki limit degerini belirtiniz.

't A A

47y 47y 47Y
34 3 3
24— = _?/ 2 S i
| |
TR Ep—— - 1 I
S R S
1 -1 !
2 -2 2
Cozim:
fla)=1, f(a)=1, fla)=2,
lim f(x)=1, lim f(x)=2 lim f(x) =1, lim f(x)=1 lim f(x)=1, lim f(x)=1
Limit degeri yoktur. Limit degeri vardir Limit degeri vardir
1. = lr 1 =
f(x), X = a noktasinda xl_rgf(x) }}Ejf(x) L,
kesiklidir. f(x), x = a noktasinda f(x), X = a noktasinda

streklidir. sureklidir.
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Alistirma Sorular::

1. Verilen aralikta fonksiyonlarin sirekliligini ispatlayiniz:

x2+21, x € Rigin

a)f(X)=x N

Fonksiyonun grafigi sagda
gosterilmistir.

b)f(x):ﬁ,xeR\{l}igin

Fonksiyonun grafigi sagda
gosterilmistir.

Y

2. Fonksiyonlarin siireksizlik (kesikli
oldugu) noktalarini bulunuz:

2, x<0

a) f(X)={

2x+1, x>0

m"x
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2%, —4<x<l x+2, x<-1
b) f(x)=9 1, x=1 ¢ f(x)=91-x", -1<x<2
—x+1, l<x<4 x* =17, x>2

by by

4 3 2 1 1] 1 2 3 4 3 4
-1
-2
3 -3
3. Bir sehirdeki hanelerin aylik elektrik faturasi su fonksiyonla verilir:
) 180, 0<x<2
X)=
180+23(x-2), x>2
[ (x) fonksiyonunun sirekliligini inceleyiniz.
x+1, x<l1 ) ) 5 ) )
4, f(x)= 3 5 o1 fonksiyonunun stirekli olmasini saglayacak bir a reel sayisi belirle-
—ax’,
nebilir mi?
bx+1, x<2 . " : . :
5. f(x)= b >3 fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonun tiim reel sayilar igin sirekli olma-
-X, X2
sini saglayacak b parametresinin degerini bulunuz.
1—cx+dx?, x<-1
6. f(x)=1 X" +x, —1 < x < 2. fonksiyonu veriliyor. f(x)fonksiyonunun(—oo,oo)aralléln-

ex*+dx + 4, x=>2

da stirekli olmasini saglayacak ¢ ve d parametrelerinin degerlerini bulunuz. Sonucu dogrulamak

icin GeoGebra’da grafigi ciziniz.
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3. EGRi ASIMPTOTLARI

Bir fonksiyonun limit degeri kavramiyla yakindan iliskili olan egri asimptotlari kavramidir.

. 2
Ornek 1: f(x) :—xlfonksiyonunun grafigi cizilmistir. Grafigin X = 1 ve y = 2 dogrularina yak-
x_

lasirkenki davranisi hakkinda ne fark edebiliriz?
sl

| |
Y
1
s{X=1
1
I
49 1
I
1
3 1
- 1
.y_ _2 ________ Gaf o - - -
1
I
2 1 1
f(z) = !
z—1 : X
4 3 2 1o :| 2 3 4 5 G
o] |
1
I

X =1 dogrusu icin cizimden asagidaki 6zellikleri fark edebiliriz:

X degiskeni 1’den blyulk degerler dizisiyle 1’e yaklasirken, yani x, > x, > x; > ..., ve karsilik ge-
len nokta dizisi 4,(x,, »,), 4,(x,,,), 4,(x;,¥;),...X =1 dogrusuna giderek daha fazla yaklasirken,
karsilik gelen fonksiyon degerleri dizisi ¥, y,, ¥5,... sinirsiz bir sekilde artar, yani +oo’a yaklasir. Bu
nedenle, X degiskeni sagdan 1’e yaklasirken fonksiyonun grafigi X = 1 dogrusuna asla dokunma-

dan yaklasir ve lim f(x) = +ooelde ederiz. x = 1 dogrusunun solundaki egrinin grafigi icin de ben-
x—l1*

zer bir durum elde edilir, yani lim f(x) = —oo elde edilir.
x—1"

Bu 6zellige sahip x = 1 dogrusuna, verilen fonksiyonun dikey asimptotu denir (y- eksenine pa-
ralel bir dogru oldugu icin dikey asimptot olarak adlandirilir).

y = 2 dogrusu igin gizimden asagidaki 6zellikleri fark edebiliriz:

X degiskeni bliylk degerler aldiginda, yani X - +oo, fonksiyonun grafigi y = 2 dogrusuna yu-
.2
karidan asla dokunmadan yaklasir. Bu, 11m—x1: 2 anlamina gelir. Benzer sekilde, X->—0 oldu-
) 2 )CAH-OOX_
gunda da lim =X~ elde edilir.
x+wx_

y = 2 dogrusuna yatay asimptot denir. Dogru, x eksenine paraleldir.

Asimptot tanimini verelim:
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”

Tanim 1. y = f(x) fonksiyonunun grafiginin, noktalari sonsuza dogru uzaklasan bir “kolu
olsun. Fonksiyonun grafigindeki degisken bir M(x,f(x)) noktasinin belirli bir p dogrusuna
olan d(x) uzakligi, M noktasi koordinat baslangicindan sonsuza dogru uzaklastiginda sifira
yaklasiyorsa, yani 1i£1;10d(x) =0ise, p dogrusuna y = f(x) egrisinin asimptotu denir.

p dogrusunun koordinat sistemindeki konumuna
bagli olarak, asimptot su sekilde olabilir:

yatay - p dogrusu x eksenine paralel ise;
dikey - p dogrusu y eksenine paralel ise;

egik - p dogrusu koordinat eksenlerinden herhangi
birine paralel degilse

Tanim 2. D, =(a,+) (veya D, =(—qa)) kimesinde tanimh bir y = f(x) fonksiyonu
verilmis olsun. lim f(x) =5 (yada lim f(x)=b kosulu saglaniyorsa, y =b dogrusuy = f(x)

fonksiyonunun yatay asimptotudur.

Yatay asimptotla ilgili olarak fonksiyon grafiginin bazi olasi konumlari:
J

y <4
3 3
el 2
———————————— T 1
X -
4 3 5 1 ] 3 3 = -4 3 2 1 1 2 3 4

Fonksiyon grafiginin yatay asimptota yaklasmasi, asimptotun Ust veya alt tarafindan olabilir.

v = f(x)fonksiyonununy = b yatay asimptotuna nereden yaklastigini belirlemek igin, X degis-
kenine bagli olarak f(x)—b farkinin isaretini arastiririz.
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Eger f(x)—b > 0 (X +oo’a varirken), o zaman grafik yatay asimptotun lzerindedir.

Eger f(x)—b <0 (X +o’a varirken), o zaman grafik yatay asimptotun altindadir.

Tanim 3. a noktasinin bir komsulugunda (a noktasi harig) tanimh bir y = f(x) fonksiyonu
verilmis olsun. Eger lim f(x) =t veya lim f(x) =00 kosullarindan herhangi biri

saglanirsa, X = a dogrusu y = f(x) fonksiyonunun dikey asimptotudur.

Dikey asimptotla ilgili olarak fonksiyon grafiginin bazi olasi konumlari:

A A
3 B

Y b

I I
| |
| I
| I
| I
| I
| I
[ I
[ I
I I
Ii : —= 3 2 I q : 2 3
! I
! I
| |
| I
| |
| I
I

I
' I
| '

Elde edilen +oo veya —oo sonuca bagli olarak, fonksiyonun asimptota yaklasimi belirlenir.
Eger sonug +oo ise, fonksiyon asimptota yukaridan yaklasir, x —a"ise sagdan, x — a " ise soldan.

Eger sonug +oo ise, fonksiyon asimptota asagidan yaklasir, x —a " ise sagdan, x —a ise soldan.

Tanim 4. y = kx+ndogrusu k = 0, y = f(x) fonksiyonunun egik asimptotu ise, k ve n sayilari
su formdllerle belirlenir:

k= tim L9 ghe n = lim (/(x)—kx).

xoto  x

Egik asimptotla ilgili olarak fonksiyon grafiginin bazi olasi konumlari asagida gosterilmistir:
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=

Fonksiyon grafiginin egik asimptota yaklasmasi, asimptotun Ust veya alt tarafindan olabilir.

y = f(x) fonksiyonunun y = kx + n egik asimptotuna nereden yaklastigini belirlemek igin, X
degiskenine bagh olarak f(x)—(kx + n) farkinin isaretini belirleriz.

Eger f(x)— (kx+mn) >0 (X £oo’a varirken), o zaman grafik egik asimptotun lzerindedir.

Eger f(x)— (kx+n) <0 (X *oo'a varirken), o zaman grafik egik asimptotun altindadir.

.. +1
Ornek 2: f(x) =x—1fonksiyonunun asimptotlarini belirtelim.
Cézim: D, = R\{l} , yani fonksiyon (—q 1) (1, + o) araliklarinda tanimhidir.

1) x = 1 kritik degerdir ve fonksiyonun dikey asimptotu olabilir.

x+1

lim = degerini hesaplayalim.
x=>1" x —

Sol limit degerini x =1— & degisimiyle bulacagiz, burada # > 0 ve # —0. Bu sekilde sunu elde
ederiz:
1-h+1 . 2-h
=lim——=

1—h—1 >0 —h

—00

=lim
h—0

.ox+1 .
lim—— = degerini hesaplayalim,
x-l" xX—
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Sag limit degerini x =1+ & degisimiyle bulacagiz, burada # > 0 ve # — 0. Boylece sunu elde
ederiz:
I+h+1 . 24+h

=lim =lim——=+00
=0 1+h—-1 Hh>0 )

GOzum olarak oo elde ettigimiz igin, X = -1 dogrusu dikey asimptottur ve grafik sag tarafta
yukariya dogru, soldan asagiya dogru yaklasir.

Gozum olarak 1 elde ettigimiz igin, y = 1 dogrusu yatay asimptottur.
Fonksiyonun grafigi yatay asimptota gore nasil davranir?

Su farki hesapliyoruz:
x+1 1o x+l-(x-1) 2

x—1 x—1 x—1

Sx)-y=
isaretini x degiskenine gére belirliyoruz.
2 . . . 2 o
——> 0 oldugundan, x > 1 igin egri asimptotun Ust tarafindadir ve —— < 0 oldugundan,

x—1 x—1
X > 1igin egri asimptotun alt tarafindadir.

x(1+1j
3) lim 28 i 2=y 2L iy LX)

xoto  y xofo  x Xt yt —y xoiw 2( lj

x| 1-—

X

x+1

k = 0 oldugundan, fonksiyonun egik asimptotu yoktur.
Not: Eger k = 0 veya k = o0 veya n = too ise, fonksiyonun egik asimptotu yoktur.
Egerk =0ve n # twise, y = 0x+n, yani y = n yatay asimptotu elde edilir.

Fonksiyon grafiklerini dogru gizmek igin, fonksiyonun asimptotlarini ve fonksiyon grafiginin

asimptotlara yaklasimini belirlemek iyidir.
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+1
f(x)= x_l fonksiyonunun grafiksel olarak gosterilmis asimptotlari:
x_

817
x=1| |
61 |

[

[

o

[

y = 1 24
____________ |= = = = == -—- = = =
—__-_\\ |
8 65 -4 -2 N 12 4 & 8 -

r+1 [

-2 I

r—1 !

-41 |1

[

[

—f !

[

-84 I

2
Ornek 3: f(x) = szlH fonksiyonunun asimptotlarini belirtelim.
X+

Coziim: D, =R \ {— 1} yani fonksiyon (— 00, — l)u (— 1,+ oo) araliklarinda tanimhdir.

1) Fonksiyonun tanimli olmadigi kritik deger X = —1’dir, bu nedenle x = -1 dogrusu dikey asimp-

tot adayidir. Kontrol ediyoruz:
. X +2x+3
lim ——=
> x+1

(Sol limit degerini x =—1—h degisimiyle bulacagiz, burada # > 0 ve 7 —0. Boylece sunu

elde ederiz:
1 2 1 2
zlim( 1-h)" +2(-1 h)+3:1im2+h o
h—0 -1-h+1 h=0 —p
o xT+2x+3
Iim ———=

>0 x+1

(Sag limit degerini x =—1+ h degisimiyle bulacagiz, burada 2 >0 ve 7 —0. Boylece sunu
elde ederiz:
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_ 2 _ 2
=1im( I+h) +2( 1+h)+3=hm2+h _
h=0 —1+h+1 h=0 - h

+00

Bu nedenle, x = -1 dogrusu dikey asimptottur ve grafik sagdan dogruya yukaridan, soldan
ise dogruya asagidan yaklasir.

) 2 3
2 4+2x+3 e
2) lim —=277 — lim X X e,
X—>t0 x+1 x—too 1
x| 1+—
X
Fonksiyonun yatay asimptotu yoktur.
2 2
3) lim L = lim—2E L im T 22T i X S/,
ko x x—koo X xko x4 X o ZL : J
x| 1+—
X

Fonksiyonun k = 1 katsayil bir egik asimptotu vardir.

2 2 2
lim(f(x)—kx):lim[x +2x+3_ ]:limx +2x+3—x X _

X—>to0 X—>to0 x+1 x—towo x+1

3 x| 1+—
lim 22 = fim X/

x>0 ¢ 4] x—do [ IJ S
x| I+—

X

ikinci katsayisini da n = 1 olarak bulduk.

Buna gore, y = X + 1 dogrusunun egik asimptot oldugunu elde ettik.
Fonksiyon grafigi egik asimptota gore nasil davranir?

Su farki hesapliyoruz:

x° +2x+3_<x+1): X +2x+3—(x+1) _ 2

x+1 x+1 x+1

fx)-y=

isaretini x degiskenine gore belirliyoruz.

2
Ll > 0 oldugundan, x > —1 icin egri asimptotun Ust tarafindadir ve —1< 0 oldugundan,
X+ X+

x > —ligin egri asimptotun alt tarafindadir.
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Fonksiyonun asimptotlarinin grafiksel gbsterimi:

f
2

[
hY

_ A — —— -
I I AN
A"
¥=

(53]
L

[#4]
L

EE—E—T— e e

Alistirma Sorulari:

Sorular: Asagidaki fonksiyonlarin asimptotlarini bulunuz:

1) =2 2) fx) =222 3) f(x) ==
X x+4 x—1
24 5x—1 2
5 f=21221 5) f(x)=2-- 6) f(x)= "2
x—=2 X x°=3x+2
7) f)=x+l4— 8) /(x)=—— 9 /(x)=—
X 4—x x +1
x=2 x’ e
10) f(x)_\/m 11) f(x)zm 12) f(x)_x'e
13) f()=2"" -2 1) £(x)=— 15) f(1)=—<-

4

2
= X
1+e*
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4. TEMEL FONKSIYONLARIN LIMITLERI. TEMEL FONKSiYONLARIN GRAFIKLERININ
ASIMPTOTLARI

Onceki modiiler {initede temel fonksiyonlari hatirladik. Bu béliimde, bazi temel fonksiyonla-
rin grafiklerini inceleyecegiz ve limit degerlerini ve asimptotlarini belirtecegiz.

Oncelikle 6zel olan polinom fonksiyonlarini, dogrusal ve ikinci dereceden fonksiyonlari
inceleyecegiz.

Dogrusal Fonksiyon

f(x)=ax+b fonksiyonuna dogrusal fonksiyon denir. Tanim kiimesi reel sayilar kimesidir,
yani Df = R dir.

GeoGebra’daki verilen aplette, a ve b katsayilarinin degerleri kaydiricilar tarafindan verilen
dogrusal bir fonksiyon érnegi verilmistir.

p Cebirsel pencere p Cizim alani o | X
®a=2 y a=2

® b=-1 3 ®

® f(x) =2x—1 b=-1

® A=(05,0) ®

® B=(0,1) 2

https://www.geogebra.org/m/d3uumybd

Kaydiricilarin degerlerini hareket ettirelim ve gozlemleyelim. Dogrusal fonksiyon icin ne
gegerlidir?

Egera > Oise, lim (ax +b) = +oo ve lim (ax + b) = —oo. Fonksiyonun asimptotu yoktur.
Egera<0ise, lim (ax+b)=—wve lir}’l (ax +b) = +o0. Fonksiyonun asimptotu yoktur.
Ornek 1. Verilen fonksiyonu

a) f(x)=2x-1 b) g(x):—%x+2

grafiksel olarak goster ve limit degerini ve asimptotlarini belirtiniz.
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Coziim:

a) f(x)=2x-1 1
lim f(x) = lim (2x —1) = +o0 b) g(x) = 2x+2

lim g(x) = lim[—%x+2j =—0

lim f(x)=lim(2x—-1)=—-o0

Funksionet nuk kané asimptota. lim g(x) = lim _lx+ 2| =+
A X—>—00 X——0 2
41y
ly
3
2
! 1
‘ 29 X
-3 -2 -1 0 / 1 2 3 4 3 4 3 2 10 1 2 3 a\
-1 =1
_2 -2
-3
-3

flz)|= 22 -1

ikinci Dereceden Fonksiyon

f(x)=ax’ +bx+c, a# 0 fonksiyonuna ikinci dereceden fonksiyon denir. Tanim kiimesi reel
sayilar kiimesidir, yani D, = R dir.

GeoGebra’daki verilen aplette, a, b ve ¢ katsayilarinin degerleri kaydiricilar tarafindan verilen
ikinci dereceden bir fonksiyon 6rnegi verilmistir.

» Cebirsel pencere X | » Cizim alani X
® a=- a=-1
®b=1 o ® b=1
@®c=2 ®

@ f(x) = —1x+1x+2 4 c=2

® T=(05,225) . ®

® A=(1,0) T

® B=(2,0)

® c=(o,

¥ N
i

ps://www.geogebra.org/m/pgcijinhj
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Kaydiricilarin degerlerini hareket ettirelim ve gézlemleyelim. ikinci dereceden fonksiyon icin
ne gecerlidir?

Egera > Oise, lim (ax” +bx +¢) = +oove lim (ax’ + bx + ¢) = +oa Fonksiyonun asimptotu yoktur.
X—>+00 X—>—0

Eger a <0 ise, lim (ax® +bx+c)=—o dhe lim (ax® + bx + c¢) = —o. Fonksiyonun asimptotu
yoktur.

Ornek 2. Verilen fonksiyonlari

a) f(x)=x"+2x-1 b) g(x)=-2x"—x+3

grafiksel olarak gostererek, sonsuzdaki noktalar icin limit degerini ve olasi asimptotlari
belirleyiniz.

Cozim:
a) f(x)=x"+2x-1 b) g(x)=-2x"—x+3
lim f(x) = lim (x* +2x~1) = +o0 lim g(x) = lim (—2x —x+3) =0
lim f(x) = lim (x* +2x~1) = +o0 lim g(x) = lim (-2x" —x+3) = —o0

Fonksiyonlarin asimptotlari yoktur.

i
i
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Ustel Fonksiyon

Kuvvetleri -1 ve % olan Ustel fonksiyonlari inceleyecegiz.

Ornek 3. f(x)=x" :lfonksiyonu, tam say1 Usl bir Gstel fonksiyon olarak adlandirilir. Tanim
kiimesi D, = R\{0}dur. *

Bazi 6zel degerler icin limit degerlerini ve asimptotlari belirtelim.

Cozim: f(x) = ! ve D, = R\{0}fonksiyonunu ele alalim. Asagidaki limit degerlerini belirtelim:
X

limf(x)=liml=0 5 )

X—>+00 X+ x

lim £(x) = lim £ =0

X—>—0 x

A o1
lim —=1im =—lim—=—o0,
x—=0" x h—0 O_h h—0 h

(x=0—h, h>0veh—0 donisimini

¥

uyguluyoruz)

1 1 1
lim —=1im =lim— = +oo,
x—0" X h—0 O+h h—0 h

(x=04+h, h>0 ve h—0 donlisiminl uyguluyoruz)

ik iki limit degerinden fonksiyonun yatay asimptotununy = 0 oldugu anlasilir. Ugiincii ve dér-

dinci limit degerlerinden ise fonksiyonun dikey asimptotunun X = 0 oldugu anlasilir.
1

Ornek 4. f(x)= X2 = \/; fonksiyonu, rasyonel sayi Usli bir Gstel fonksiyon olarak adlandirilir.

Tanim kiimesi Df = [0, +oo)'dir.
Bazi 6zel degerler icin limit degerlerini ve asimptotlarini belirtelim.

Coziim: f(x)=\/; ve Df :[O,+oo) fonksiyonunu ele alalim. Asagidaki limit degerlerini
belirleyelim:




lim f(x) = lim </x =+

lim f(x) tanimlanamaz.
X——0

nm\/}:%inoh/om =£irr3\/Z=0,
x—>0" - -
(dontslimini uyguluyoruz,

X =

Fonksiyonun asimptotu yoktur.

FONKSIYONUN LIMIT DEGERI

O+h, h>0veh—0)

Ustel Fonksiyon

f(x)=a"fonksiyonuna, a # 1,a > 0 igin, Ustel fonksiyon denir. Tanim kiimesi Df = Rdir.
Ornek 5. f(x) = 2" fonksiyonu Ustel bir fonksiyondur. Tanim kiimesi D, = Rdir.
Bazi 6zel degerler icin limit degerlerini ve asimptotlarini belirtelim.

Coziim: f(x)=2"ve D, = R fonksiyonunu ele alalim. Asagidaki limit degerlerini belirtelim:

lim f(x)= lim 2" = 420 by

X—>+00 X—>+00

lim f(x)= lim 2* =2 :% )
X—>—00 x—>—00 21

Fonksiyonun sadece X—->— oldugunda, yatay asimptotu y = 0’dir.
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Logaritmik Fonksiyon

y=log, x, a>0, a#1fonksiyonuna logaritmik fonksiyon denir. Fonksiyonun tanim kiimesi
D, = (0,+o0)dir.

Ornek 6. g(x) =1gx fonksiyonu, 10 tabanh &ézel bir logaritmik fonksiyondur. Tanim kiimesi
D, =(0, +o0)dir.

Bazi 6zel degerler igin, limit degerlerini ve asimptotlarini belirtelim.

Cozum: g(x) =lgx ve D, =(0,+00) fonksiyonunu ele alalim. Asagidaki limit degerlerini

belirtelim:
sliy

limg(x) = lim lg x =+

lim g(x) tanimlanamaz.

lim Igx =limIg(0+ /) = limIg(h) = —o 2 1o /1 23 4
—0" h—0 h—0
=14
(x=0+h donlstimini uyguluyoruz,
h>0ve h—0) -2 1

N glz) = logy(z)

Fonksiyonun ancak sadece dogrunun sag tarafindan dikey asimptotu X = 0’dir.

Alistirma Sorulari:

1. Grafikleriyle verilen fonksiyonlarin asimptotlarini belirtiniz.
c)

s

2. Asagidaki fonksiyonlarin asimptotlarini belirtiniz:

a) f(x):—3x+i b) f(x)=4x+5 ¢) f(x)=x"=5x+6 ¢) f(x)=—x"+3x dh) f(x)=

hed |

X

e) f(x)=3/; f) f(x)=Inx g) f(x)=-lgx i) f(x)=e™* h) f(x)=3"
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5. OZEL LiMiT DEGERLERI

Bu modiiler lnitede, diger fonksiyonlarin limit degerlerini hesaplarken kullanacagimiz bazi
fonksiyonlarin limit degerlerini belirleyecegiz.

f(x)= oY fonksiyonunu ele alalim. Tanim kiimesi D, = R\ {0} ‘dir, yani fonksiyon sadece
X
X = 0 icin tanimli degildir. Fonksiyonun grafiksel gosterimi soyledir:
by
2 i
e — . . f-_'-‘-"‘"‘*-xt
_1 4

Degiskenin degerleri pozitif sayilar dizisi Gizerinden 0’a yaklasirsa fonksiyonun aldigi degerle-
rin neler oldugunu belirleyelim. Bunu tablo halinde gosterelim:

X

S ()

1
0.84147

0.1
0.99833

0.01
0.99998

0.001
0.99999

0.0001
0.99999

0.00001
0.99999

Degiskenin degerleri 0’a yaklastiginda, fonksiyonun degerlerinin 1’e yaklastigini gérdik.

nx fonksiyonu cift bir fonksiyon oldugundan, degiskenin degerleri soldan 0’a yaklas-
X

|

S

fx)=

tiginda da fonksiyonun degerinin 1’e yaklastigl sonucuna varabiliriz.

sin(x,)

=

x, # 0ve n € N olan ve 0’a yakinsayan herhangi bir (x,) dizisi icin, karsilik gelen
zisinin 1’e yakinsadigi kanitlanmistir.

O halde, limit degerini su sekilde yazariz:

. sinx
lim =1
x—0

X
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Ornek 1. Verilen limitlerin degerini belirtelim:

a)limsm4x
x—0 X
in4 in4dx 4 in4
(,‘c':izijm:limSln Al imSln x~—=4limsm Y _41=4
x—0 X x—0 X 4 x—0 4x
b) lim S02%
-0 sin 3x
sin 2x sin2x 2 sin 2x
. sin2x .. . 52 21 2
Cézijm:thI,n ~ —lim L =11m.x—2=—11m .2x =——==
x>0 gin3x 0 sin3x  x-0 sin3x 3 3x08in3x 31 3
X x 3 3x
o) lim s1n.x— 5x
=0 sinx

smx—Sx:lim(smx_ S5x ] liml 1-5 .1 _

Coziim: lim : . :
=0 sinx 0\ sinx Sinx x>0 Smx
X
. 1 1
=liml1-5- - =1-5-—=1-5=-4
X0 . sinx 1
lim
x—0 X
Ornek 2. Verilen limitlerin degerlerini belirtiniz:
. tgx
a)hmg—
x—0 X
sin x
- . tex . . sinx . sinx 1
Coziim: lim—22 = 1im€98X _ i =1lim - =
x—0 X x—0 X x—0 XCOSX x—0 X COS X
. sinx .. 1 . sinx 1 1
=lim -lim =lim - =1--=1
=0 x x0cosx 0 x limcosx 1

x—0
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b) limﬂ
x—0 X
1- 2 25in? . 2
Goziim: lim——>== = lim === = 2hm(51nxj _2 =2
x—0 X x—0 X x—0 X
. tg5
c) lim g al
x—0 sin x
sinS5x
Cozim: limtgi — 1im <08 S5x _ lim sinSx

-0ginx 0 sinx 0 cosSx-sinx

sinSx sin5x 5 . sin5x
3 fim 1
—lim—X  —lim—X 3 5. Sx 5. __ _35
x>0 COSSXx-sinx x>0 sin x ) . sinx 1-1
—_— cosS5x- limcos5x-lim
X X x—0 x—0 X
Not: lim—— =1limit degeri de gegerlidir, ¢linki
=0 g1n x
. ) 1
lim al =lim— =—=1,

x=0 gin X x—0 SIn X 1

1 X
f(x) :[1+—j fonksiyonunu ele alalim. Fonksiyonun grafiksel gosterimi séyledir:
X

Ty
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X sonsuza varirken bu fonksiyonun bir limiti olup olmadigini merak ediyoruz. Degisken degerleri
sinirsiz buylyen dogal sayilar dizisi ise fonksiyonun aldigi degerlerin neler oldugunu belirleyelim.

x 1 10 100 1000 10000 100000
f(x) 2 2.5937 2.7048 2.7169 2.7181 2.7183

Degikenin degerleri sonsuza yaklastik¢a, fonksiyonun degerlerinin e’ye yaklastigini gordiik.

1 X,
x, # 0ven € N olan ve sonsuza yakinsayan herhangi bir (x, ) dizisi icin, karsilik gelen LH—J
dizisinin e’ye yakinsadigi kanitlanmistir. T

O halde, limit degerini su sekilde yazariz:

lim(lJrlJ =e
X—>00 x

) 1"
Not: 11m[1+—J = e formiliinde l = t koyarsak, liml =0‘dan, t - 0 elde ederiz ve formuli

X—>00 x x X—¥0 x
1 1
lim(1+¢)7 = e olarak yazabiliriz. $imdi, x degiskenini tekrar degistirirsek, lin(}(l+x)? = e formii-

t—0

[UnU elde ederiz.

Ornek 3. Verilen limit degerlerini belirtelim:

1 2x
a) lim£1+—]
X—>0 2x

1 2x
Coziim: lim(l+—J =e

X—>0

1 2x-2
b) lim| 1+
X0 4x+1

1 2x-2
Coziim: lim(1+ ) = lim(1+

X—>0 4dx +1 X—>00

1
J(4x+l)4x+l(2x—2)

4x+1

2x-2

‘ 1 Ax+1 | 441 lhan—Z l
=| Iim| 1+ — Al = o2

X0 4x+1

qnm£x+2J
X—00 x_3
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t = 0 olur. ifadeye yerine koyarsak:

| t ) Ina . Ina  Ina Ina

lim a =1lim =lim———=1lim

x>0 -0 In(1+1¢ -0 1 10
* ) “In+0 " In(l+1y

Ina
Alistirma Problemleri:

1. Asagidaki limitleri belirtiniz:

a) lim S04 b) lim—
0 s1in 7x =0 tg2x

2. Asagidaki limitleri belirtiniz:

. xsin2x
a) lim
=01 —cosx

b) }i_r)l%(tg ax - ctg bx)

3. Asagidaki limitleri belirtiniz:

1 x-1 1 —3x+2
a) lim(l+—j b) lim£1+—J
X—>00 X X—>00 X

4. Asagidaki limitleri belirtiniz:

x+2 x+3
a) lim(l—ij b) lim| 253
x>0 3x X—>0 X—l
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TEKRAR VE PRATIK UYGULAMA iCiN PROBLEMLER:

1. Asagidaki limit degerlerini bulun:

. S5x-7
a) lim(x* —5x+7) b) lim>>
x—>-2 x4 3x+2
2. Fonksiyonun sol ve sag limitlerini bulun:
a)f(x):x—Jri né x, =1 b) f(x )_x+4 né x, = -3
x_
y S 0
3. Asagidaki limit degerlerini (6 tdrtnde) bulun:
2 2 2
- - . -5x+6
a) lim *_—>% b) lim¥—>X+2 o limX—>X7°
x—3 x2_9 x—2 x_2 x—=3 3x_9
= . Ax+4-2
Q) im0 d) lim——— e) im X772
—22x" +4x—-16 =0 ] — \/1 X x>0 X

f) lim ) 11111%+1 5) lim M x —d1-x
21 VX 5 x—>71x2+x g x—0 X

4. Asagidaki limit degerlerini (oo — oo tlirtinde) bulun:

[ 4x? 2 1 4 4x+3 12x2+7x+5
a) lim| ———-— b) lim - c) 11 5
o x2—1 x=1 =2\ x+2 x*-4 3x-1 9x” —1

5. Asagidaki limit degerlerini (f tlrtnde) bulun:
o0

2 3 4 3 3 3

x>0 3y +3x% —x —n  x? 49 oo 32 L ax—1

6. Ozel limit degerlerini kullanarak fonksiyonlarin limit degerlerini bulun:

sSin x . X . : . L
lim =1 lim——=1 lim{1+—| =e lim(1+x)* =e
x=0  x =0 g1n x X x—0

X—>0

in” i . sin2
a) lim st ¥ b) lim S%n Tx c) lim al
x>0 3y -0 sin 4x 0 tg5x
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‘ . _1 ‘ . x+2
c) hm% d) lim al e) lim 1+i
P D i | x—0 tgzx X0 X
2x—1 2x+4 1 1
f) lim lim(1+2x)* g) lim(1— x)~*
) x—)w(2x+3j g) x—)O( ) g) x—>0( )

7. Fonksiyonlarin strekliligini ispatlayinz:

2
a) f(x)= x21+5 néx=3 b) f(x)=#;1+2tamm kiimesinde,
c) f(x)= 23_1 tanim kiimesinde.
x -4
8. Fonksiyonun sireksizlik (kesikli oldugu) noktalarini bulunuz:
B 1
A

a) Fonksiyon hangi noktalarda siireksizdir?

b) Sureklilik araliklarini bulunuz.

c) Fonksiyonun stireksiz oldugu noktalarda soldan ve sagdan degerlerinin degisimini inceleyiniz.
d) Fonksiyonun grafigi ka¢ kisimdan olusur?

Problemi c6zmeyi kolaylastirmak icin 6nce GeoGebra’da grafigi cizebilirsiniz.

9. Asagidaki fonksiyonlarin asimptotlarini bulunuz:

3x x°
a) f(x)=m b) f(x):xz_l

2x% —1 _2x-x
o f(x)= = ¢) f(x)= Zaa

10. Postanede 4 kilogram agirliga kadar paketler kabul edilmektedir. Paket licreti asagidaki tab-
loya gbre hesaplanir:

m kilogram olarak kiitle Denar cinsinden posta

Ucreti
O<mx<l1 100
1<m<?2 120
2<m<3 140

3<m<4 180




FONKSIYONUN LIMIT DEGERI

Bu sekilde, verilen posta (creti agirligin bir fonksiyonudur.
Fonksiyonu file gosterelim, yani P = f(m).

a) f(0,75),f (1) ve f(3,5) degerlerini bulunuz.

b) f(5)’i bulunuz.

c) Fonksiyonun tanim kiimesi nedir?

d) Fonksiyonun grafigini giziniz.

e) Fonksiyonun siireksizlik noktalari var midir?

2, x<0 y
11. f(x) = fonksiyonunun strekliligini inceleyiniz.
x+2, x=20

Fonksiyonun grafigini gizin.

(x=17, 0<x<l1
12. f(x)= 1 x=1 fonksiyonunun siirekliligini inceleyiniz.
x+1, 1<x<4

Fonksiyonun grafigini ciziniz.

ax’ +1, x>0 : - . . -
13. f(x) = <0 fonksiyonunun sirekli olmasi igin gergek bir a sayisi bulunabilir mi?
-x, x<

1
14. f(x)=1¢ L ox# 0 fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonun tiim reel sayilar igin siirekli olmasi igin
a, x=0

a parametresinin degerini bulunuz.

3x—x*—4, |x|22

fonksiyonu veriliyor.
ax, |x| <2

15. £(x) ={

Fonksiyonun tiim reel sayilar icin sirekli olmasi icin a parametresinin degerini bulunuz.

Sonucunuzu dogrulamak icin GeoGebra’da grafigi cizin.




MODULER BiRIiM 4
FONKSIYONUN TUREVi

Bu modulde sunlari 6greneceksiniz:

Bir noktada fonksiyonun tirevinin tanimi

Turevin geometrik yorumu

Tanima gore tirevin belirlenmesi

Temel elementer fonksiyonlarin tablo tiirevleri

Toplam, fark, carpim ve bolimiin tirevi

Bilesik fonksiyon kavrami

Bilesik fonksiyonun tirevi

Logaritmik tirev

Teget ve normalin denkleminin belirtiimesinde tlrevlerin uygulanmasi
Fizikte tlrevin uygulanmasi

Fonksiyonun degisimi ve grafigini incelemek igin tirevin uygulanmasi

Ekstremum problemlerini ¢ozmek i¢gin tlirevin uygulanmasi.
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FONKSIYONUN TUREVi

1. BiR NOKTADA FONKSIYONUN TUREVINIiN TANIMI

¥ = f(x) fonksiyonunun D; tizerinde tanimli oldugunu ve X, € D, oldugunu varsayalim. Degis-
ken X,'da verilen bir Ax degisimi icin, Ay = f(x, + Ax) — f(x,) farkini olustururuz ve buna y = f(x)
fonksiyonunun artisi diyoruz.

Asagidaki gcizimde, degisken AX'in artigi ve fonksiyon Ay’nin artisi grafiksel olarak gosterilmistir.

f(xo+ Az)]
Ay 4 |
flzo)[

~

Y=<

Ornek 1. f(x)= 2x? fonksiyonunun X, = 1 noktasindaki artigini, AX = 0, 2 icin belirtiniz.

Coziim: Ax = 0,2 ve x, = I'den sunu hesaplayabiliriz:

Ay = f(x,+Ax)— f(x,)= f(1+0,2)- f(1)=2-1,2* =21 = 0,88

Tanim: Degiskenin artisi 0’a yaklasirken, fonksiyonun artisi ve degiskenin artis oraninin limit

. A
degeri varsa, yani lim l}cn%)Ey varsa, bu degere x = 0 noktasinda y = f(x) fonksiyonunun

tlirevi denir ve y’ veya f'(x,) ile gosterilir.

Gosterimi: f'(xo) — glno%: B{n}] f(xo +AA32_f(xo) .

% orani, X, degiskeni Ax kadar degistiginde y = f(x) fonksiyonunun ortalama degisim hizi-

ni temsil eder.
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Fonksiyonun f''(x) trevini bulma islemine, f(x) fonksiyonunun tiirevinin almasi denir.

Not: Fizikte tlrev, yol y = f(x) fonksiyonunun, x, zamanina (noktaya) gére degisiminin anlik

hizini temsil eder.

Daha basit bir gosterim igin, apsisi X, olan rastgele bir noktay! ilerde sadece x ile gésterelim.

Ornek 2. f(x) = x’ fonksiyonunun tirevini rastgele bir X noktasinda tanima gore bulunuz ve

ardindan apsisi X = 1 olan bir noktada tirevi belirtiniz.

Coziim: Tirevin tanimindan su sonug elde edilir:

7 =lim 2 = lim SO+A)—f(x) _ (XA —xT

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

2 22 2
iy X 20AH (A —x? L 23+ (AY) :hmAx(2x+Ax):hmM(2x+Ax):

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 M

=lim(2x+Ax) =2x+0 = 2x,
Ax—0

() =(x")"=2x.
X =1igin, f'(1)=2-1=2elde ederiz.

Fonksiyonlarin grafiksel gosterimi:

flz) =z _ky £ (x) = x*fonksiyonunun grafigi yesil renktedir.

/() = 2x fonksiyonunun tirevi kirmizi
renktedir.

X =1igin f'(1) =2 elde ederiz. B(1,2) nokta-

21 B/=(1.2) si, fonksiyonun A (1,1) noktasindan gizilen
. A= (1. 1) dikmeye aittir.
. X y(B), apsisi X(A) olan noktadaki birinci tiire-
3 2 A 1 2 3 4 5 vin degeridir.
fllz)=2a/1]

Turev fonksiyonuna ait noktalar, grafiksel sekilde neyi temsil ediyorlar?

Asagida daha detayli inceleyecegiz.
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Ornek 3. £(x) = 2x’ fonksiyonunun tirevini rastgele bir x noktasinda tanima gére bulunuz ve
ardindan apsisi X = 1 olan bir noktada tiirevini belirtiniz..

Coziim: Tirevin tanimindan su sonug elde edilir:

f'(x)= lim&: lim J(x+Ax) — [ (x) - lim 2(X+Ax)2 —2x7 _

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 N

. 2X7 +H4AxAx+2(Ax)’ =2x7 .. 4xAx+2(Ax)° . Ax(dx+2Ax)
= lim = lim =lm———--—=-=
Ar—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

- limwzgmo(4x+2mc):4x+0:4x,

Ax—0 M
f(x)=(2x")"'=4x.

X=1igin f'(1)=4-1=4elde ederiz.

Ornek 4. f(x) = x" fonksiyonunun tiirevini rastgele bir x noktasinda tanima gére bulunuz ve
ardindan apsisi X =—1 olan bir noktada tiirevini belirtiniz.

Coziim: Tlrevin tanimina gore su sonug elde edilir:

£ = lim 2 i LOHAO (), G AT —a

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

x*+4x°Ax+ 637 (Ax)” +4x(Ax)’ + (Ax)* —x*

= lim

Ax—0 Ax
1 4x°Ax +6x7 (Ax)” +4x(Ax)’ +(Ax)* ’ Ax(4x’ +6x°Ax +4x(Ax)’ + (Ax)’)
—am Ax o Ax B

i XK (4x +6x°Ax +4x(Ax) + (Ax)) _

Ax—0 M

= ,Emo(4x3 +6x°Ax +4x(Ax)* + (Ax)’) =4x’ +0+0+0=4x",

) =(x")'=4x",

x=-1igin f'(=1)=4-(-1)’ =4-(~1) =—4 elde ederiz.
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Ornek 5. f(x) = \/; fonksiyonunun tlrevini rastgele bir x noktasinda tanima goére bulunuz ve
ardindan apsisi X = 4 olan bir noktada tirevini belirtiniz.

Coziim: Tlrevin tanimina gore su sonug elde edilir:

£ = lim 22 = iy LEHAIZTC) ““ixx‘& -

A0 Ax A0 Ax Ax—0

T e () ()
N Sy CES ol L W Nreaii g

x+Ax—x . M

= lim = [im

A"_’OAx(x/x+Ax+\/;) A""OM(\/x+Ax+\/;) B

) 1 1 1
= lim

A’Hox/x+Ax+\/; - Jx+0 +\/; B 2\/;
fx)=(x)'=

T
x=4i(;in,f'(4)_%/_—

1
— = eIde ederiz.
2-2
Ornek 6. f(x) = lfonksiyonunun tlrevini rastgele bir x Df = R\ {0} noktasinda tanima gére
X

bulunuz ve ardindan apsisi X = 2 olan bir noktada tirevini belirtiniz.

Coziim: Tlrevin tanimina gore su sonug elde edilir:
1 1

fv(x)zlimﬂ:hm f(x+Ax)_f(x):hm X+Ax X —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
x—x—Ax
:hmmzhmi:_th:
M0 Ax 80 Ax(x+Ax)x A0 AL (x + Ax)x
1 1 1

:—1 =——.
A0 (x + Ax)x (x+ 0)x x’

f'(x)=[—)=-%-
X X

X=2icin, f'(2)= —21—2 = —i elde ederiz.
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4

Tiirevin geometrik anlami

Grafigiyle beraber y = f(x) fonksiyonu verilmistir. M (x, y) = M (x, f(x)) fonksiyonun bir nok-
tasi olsun. M'(x+Ax,f(x+Ax)) koordinatlarina sahip egri tizerinde bir M’ noktasini alalim.

fix+Ax) ¢ — — — = — — — I (L B+ )

|
) |
|
D <l
t/ / X LX xeAx

[ agisi, M ve M’ noktalarindan gecen dogrunun (kesenin) x- ekseni ile yaptigi acidir, a agisi ise,
egriye M noktasindaki tegetin Xx- ekseni ile yaptigi acidir.

A -
tgf = Ey (hipotenlsti MM 've M kdsesinde £ agisi olan dik tiggenden) limit degeri elde edilir:

e Ay B .
y —gg})g—grﬁ)tgﬂ—tg% yani

v = f(x) fonksiyonunun tiirevi, fonksiyonun grafiginin M noktasindaki t tegetinin egimidir.

X noktasinda belli bir tiirevi olan y = f(x) fonksiyonu igin, X noktasinda tiirevlenebilir oldu-

gunu soyleriz. Fonksiyon x € (a,b) araligindaki her x noktasinda tuirevlenebilir ise, fonksiyon (a,
b) araliginda tiirevlenebilir oldugunu soyleriz.

Alistirma Problemleri:

1. Asagidaki problemlerde argiimanin artisi Ax ise, y = f(x) fonksiyonunun x noktalarindaki ar-
tisini belirleyin:

a) f(x)=x,x=2 ve Ax=0.5 b) f(x)=x, x=3 ve Ax=0.1

) f()=%x, x=1 ve Ax=0.01 o f(x):Ll,le ve Ax=02
X+
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2. Fonksiyonun tirevinin tanimini kullanarak, fonksiyonlarin tiirevlerini herhangi bir x Df nok-
tasinda ve ardindan apsisi X olan verilen noktada bulunuz.

a) f(x)=2x+3, x=-2 b) f()c):i2 x=1
X
c) f(x)=+x+1 x=3 ¢) f(x)=x x=-1

3. Fonksiyonun tirevinin tanimini kullanarak, asagidaki fonksiyonlarin tlrevlerini herhangi bir
b eDf icin bulunuz.

a) f(x)=5x+1, b) f(x)z—iz,
X

0 F(x)=3x+2x—1, 0 f(x)=—x+1-
x_

4. Fonksiyonun tirevinin tanimini kullanarak, fonksiyonlarin tirevlerini rastgele herhangi bir
X e Df noktasinda ve ardindan apsisi X olan verilen noktada bulunuz.

a) f(x)=2"  x=0

Il
Q

b) f(x)=Inx  x

c) f(x)=1++x+1 x=3
¢) f(x)= 2 > x=0
I-x

5. Asagidaki fonksiyonlarin verilen noktalarda belirli tirevlerinin olmadigini gosteriniz:

a) f(x)=Rx-3 x=3 b) f(x)=~/8-x x=2
o f0=3F  x

Il
(e

o f()=Vx+l  x=-1
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2. ELEMENTER FONKSIYONLARIN TUREVININ BELIRTILMESI

Asagida bazi elementer fonksiyonlarin tlrevlerini belirltecegiz ve ardindan bazi tiirev alma ku-
rallarini gikaracagiz. Bunlari daha bilesik fonksiyonlarin tlrevlerini hesaplamak igin kullanacagiz.

Ornek 1. Sabit fonksiyonunun tiirevini belirtelim; f/(x)=C, C = const.

Coziim: Tlrevin tanimindan su sonug elde edilir:

)= tim Y i LOFM) @) €=C 0
A0 Ay A0 Ax A0 Ax A0 Ax

Her (C)'= 0 sabiti icin, C € R elde ettik.
Ornek 2. f(x)=x",n € N ve x € R kuvvet fonksiyonunun tiirevini belirtelim.

Coziim: Tlrevin tanimindan su sonug elde edilir:

£ = lim 22— i LJEHAOZSCO _yyp, (P A 2
A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax

n n n nfle n n—-2 AxZ n Ax n n
| 0 x"+ . X + 5 X"T(AX) + .+ , (Ax)" —x
= lim =

Ax—0 Ax

n
X" +nx"" Ax + [ ?J X" (Ax) 4.4+ (Ax)" —x"
= lim

Ax[ nx" 4+ ( ZJ XA+ (Ax)”lj

= lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Ax—0 A_x

n-1 n n-2 2 n
nx Ax+[2jx (Ax)” +...+(Ax)
= lim

Ax—0

= lim(nx"_1 J{ZJ x"_zAx+...+(Ax)”‘1J =nx"" +0+...+0=nx""

Hern e N ve x € Rigin (x")' = nx"" elde ettik.

Bu formdild kullanarak, daha 6nce tiirevini buldugumuz fonksiyonlarin tiirevlerini dogrulaya-
biliriz: (x)' =1, (xz)'= 2x, (x3)' =3x?, (x4)': 4x° ...

Formlin sadece n € N icin degil, kuvvet herhangi bir reel sayi oldugunda da kullanilabilece-
gi gosterilmistir.
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Formdlleri kullanarak, 6nceki moddl biriminde 6rnek 5 ve 6rnek 6’ da elde ettigimiz iki ¢cdzu-

mu de dogrulayabiliriz, yani:
1) 1
= 1 — 1
Jx)=| 22| ==x 2 =—r,
() 2 2/x

-ty

Ornek 3. (x")'= nx""' formiiliinii kullanarak asagidaki fonksiyonlarin tirevini bulunuz:

a) f(x)=x, b)f(x)=% x#0 c)y=L x>0

Jx
Coziim:

a) (xs)' =5x"" =5x"

[§ e e

c) [L]: x_% ’:—l- x_%:— !
\/; 2 2 x3'

Ornek 4. f(x)=log, x, x e R", a >0, a # 1 logaritmik fonksiyonunun tiirevini belirtelim.

1
Coziim: Turevin tanimindan ve lirr(}(1+x)x = e limitin degerinden su sonug elde edilir:
xX—>

)= tim Y o i LEH A S o log, (v +Ax) ~log, x _

A—0 Ax  Ax—0 Ax Ax—0 Ax
X Ax
= lim = lim = lim —1log, [1+—] =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax A0 Ay X
1 x Ax 1
lim 1 1 » lim 1 1 pr
= limlog, | 1+°7) = limog, | 140 =
:llimloga 1+£ AX=llogae= ! = 1
X A0 X X xlog,a xlna

Herx eR", a>0, a+#1ligin, (loga x)'= elde ettik.

xIna
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1
a = e koyarsak, o zaman log. x = In X ve In € = 1 olur, bu nedenle (In x)' = —formiilii elde edilir.
x

Ornek 5. f(x) = a*, xe R, a>0, a # 1 istel fonksiyonunun tiirevini belirtelim.

X

Coziim: Tarevin tanimindan ve lim a =Ina(a>0icin) limit degerinden su sonug elde edilir:

x—)O x
_ x+Ax_ X
1) = lim 2 ji LI RO S gy @
A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax
X Ax_ X x Ax_ Ax_
im A T @D i @D g
Ax—0 AX' Ax—0 AX Ax—0 A)C

Herxe R,a>0,a#1icin, (@) =a*xIn a elde ettik.
a = e koyarsak, o zaman a* = e*ve In e = 1 olur, bu nedenle (¢¥)’ = e* formulu gegerli olacaktr.

Ornek 6. f(x) = sin X fonksiyonunun tiirevini belirtelim.

- . . sinx
Coziim: Tlrevin tanimindan ve lim

=1limit degerinden su sonuc elde edilir:

x>0 x
£(x) = lim&: lim S(x+Ax)— f(x) _ lim sin(x + Ax) —sin x _
Ax—0 Ax —0 Ax—0 Ax
a+pf . a-p

sin —sin f =2cos 5 sin 5 trigonometrik formuliint uygulayarak sunu elde ederiz:

2COS)HrAerxSin)chAx—x 2COS[X+AZXJ sinAzx
= lim

= lim 2
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
cos x+g sing sing
= lim 2 2 = lim cos x+£ . 1im72—
A0 & A0 2 Ax—0 g B
2 2

=cos(x+0)-1=cosx

Buna gore, (sin x) "= cos x elde edilir.
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Ornek 7. f(x) = cos x fonksiyonunun tiirevini belirtelim.

o . . sinx . . .
Coziim: Turevin tanimindan ve lim =1 limit degerinden sunu elde ediyoruz:

-0 x
i A 1 - . —
£1(x) = lim = = lim Sx+Ax) - f(x) _ lim cos(x +Ax) —cosx _
M0 Ay A0 Ax Ax—0 Ax
G a ik formaling |
cos@ —cos f =—2sin sin 5 trigonometrik formiluini uygulayarak sunu elde ederiz:

_Zsinx+Ax+xSinx+Ax—x —25in(x+A2xJ sinAzx
= lim

— lim 2
Av—0 Ax Ax—0 Ax
sin| x+ ﬁ sin ﬂ
=—lim 2 2 =—lim sin x+g . limsm—j—
N Ax—0 Ax B Ax—0 2 A0 Ax B

2 2
:—sin(x+0)-1=—sinx

Demek ki, (cos x)'=—sin x.

Ornek 8. f(x)=tgx, x eR\{%Hm k eZJL fonksiyonunun tlrevini belirtelim.

. sinx L .
Coziim: Turevin tanimindan ve lim =1limit degerinden sunu elde ediyoruz:

=0  x
. A . — . -
P00 = tim Y~ i LEFAD () (e At
A—0 Ax  Ax—0 Ax Ax—0
sin(x+Ax) sinx sin(x + Ax) cos x —cos(x + Ax)sin x
Mim cos(x+Ax) cosx Mim cos(x+ Ax)cos x _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
sina cos B —cos asin B = sin(a — f) trigonometrik formalini uygulayarak sunu elde ederiz:
. sin(x + Ax — x) . sin Ax
= lim = lim =
A0 Ax cos(x + Ax)cosx A0 Axcos(x + Ax)cos x
1 .. sinAx .. 1
= lim lim =
cosx &0 Ax A0 cos(x+ Ax)
1 1 1 1 1

Cos X cos(x+0) cosx cosx cos’x
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COS X

(tgx)' = 12 iginxeR\{%+k7zkeZ}eIdeetﬁk.

Ornek 9. f(x) =ctgx, x ER\{kﬂlk eZ} fonksiyonunun tirevini belirtelim.

- L . SIn
Cozum: Turevin tanimindan ve lim
x—0 X

X
=1limit degerinden sunu elde ediyoruz:

S(x) = lim£= lim S+ Ax) — f(x) — lim ctg(x+Ax) —cigx _

A—0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax
cos(x+Ax) cosx cos(x + Ax)sin x —sin(x + Ax) cos x
_lim sin(x+Ax) sinx _ lim sin(x + Ax) sin x _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
sin & cos S —cos a sin S = sin(«a — f) trigonometrik formulinid uygulayarak sunu elde ederiz:
B sin(x—x—-Ax) . sin(—Ax) _ sin Ax B
A0 Axsin(x +Ax)sinx &0 Axsin(x + Ax)sin x A0 Ax sin(x + Ax) sin x
1 .. sinAx . 1
=———1Iim lim — =
sin x A0 Ax  A-0sin(x + Ax)
1 1 1 1 1

sinx  sin(x+0) sinx sinx sin” x

1
(ctgx)'=————icinx e R\ {kﬂlk € Z} elde ettik.
sin” x
Bir fonksiyonun tlrevini hesaplamak, elementer fonksiyonlarin tlrev tablosu ve elementer
olmayan fonksiyonlarin tiirevini hesaplama kurallari kullanilarak yapilir.

Daha once elde ettigimiz sonuglari kullanarak, elementer fonksiyonlarin tlrev tablosunu
olusturabiliriz.

Elementer Fonksiyonlarin Tiirev Tablosu:
1. (C)'zO, (C = const)
2. (xn)|=n.xn71

2.1 (Vx)'=

2.2.(0)'=1

1
icin x e R
2 ¢

3. (ax)':ax-lna, icin xeR,a>0,a#l.

4, (e)‘)'zex
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5. (log,x)'= ! , xeR',a>0,a#l,
xlna
6. (lnx)':l xeR’
x
7. (sinx)'=cosx
8. (cosx)'=-—sinx
. 1
S (tgx)_coszx
1
tgx)'=—
10. (ctgx) sin® x

ispatlanmadan alacagimiz ve ezberlenmesi gereken diger formiiller sunlardir:

) 1
11. (arcsinx)'=
( ) —
1
12. (arccosx)'=—
13. (alrctg)c)'=1+1 -
X
14. (arcctgx)'=—1+1 -
X

Ornek 10. Tablo tiirevlerini kullanarak tiirevleri hesaplayiniz:

a)y'=(")' b)y'{%} c)y'=(<*/§)'

Coziim:

a) y'=(x")'=3x"=3x" b)y'={—5}=(x_5)'=—5x_5_1=—5x‘6=—i

c)y'=(§‘/;)'= x% ,=lx%l:lx% 1
a4 a 4J—

Ornek 11. Tablo tiirevlerini kullanarak tiirevleri hesaplayin:

a) y'=(e")’ b) y'=(5") c) »'=(log, x)'
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Coziim:
a)y'=(e)'=¢ b)y'=(5")'=5"In5
1
"= (1 '
)y (ngx) xIn2

Ahstirma Problemleri:

1. Fonksiyonlarin tlirevini hesaplayiniz:

a) f(x)=x" b) f(x)=/x*

2. Fonksiyonlarin tiirevini hesaplayiniz:

A f(x)=T"  b)f(x)=log,x

3. Fonksiyonlarin tiirevini hesaplayiniz:

a)f(x){%j b) /(x)=log, x

4. Fonksiyonlarin tlrevini hesaplayiniz:

a) filx)=e b) f(x) = arctgx

5. Fonksiyonlarin tirevini hesaplayiniz:

a) f(x)=2"-3"  b) f(x)=arcctgx

c) f(x)=5

c) f(x)=Inx

c) f(x)=cosx

) f(x)=x

c) f(x)=xx

Q) f(0)=—
X

¢) f(x)=cigx
¢) f(x)=1gx

¢) f(x)=arcsinx

¢) f(x)=arccosx
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3. TOPLAM, FARK, CARPIM VE BOLUMUN TUREVI

Aritmetik islemlerden bazilari ile elde edilen fonksiyonlarin tiirevini belirlemek, tanim geregi
uzun ve karmagik bir stregtir. Bu sekilde elde edilen fonksiyonlarin tlrevini belirlemek igin, tu-
revi bulmayi ¢cok daha kolaylastiran belirli kurallar vardir.

FONKSIYONLARIN TOPLAMI VE FARKI TUREVI

Tirevlenebilir olan u(x) ve v(x) gibi iki fonksiyonun toplami olarak gésterilen fonksiyonlariince-
m u(x+Ax)—u(x) v(x+ Ax) —v(x)
Ax Ax

leyelim. Bu fonksiyonlar iginu '(x) = })1{ vev'(x) = Llcrr%) gecerlidir.

—0

Turevin tanimina gore sunu belirtebiliriz:

- (u(x—i—Ax)+v(x+Ax))—(u(x)+v(x))_
(u(x)+v(x)) —Llcr_r)}) e =

(u(x + Ax) —u(x)) + (v(x + Ax)— v(x))

Ax—0 Ax
zgn%)u(x+AAx)2—u(x) "‘Bmo v(x+ Ax)—v(x) (@) V()

Dolayisiyla, (u(x)+v(x))'=u'(x)+v'(x) elde edilir.

Benzer sekilde, iki fonksiyonun farki icin asagidaki fark formuli de ispatlanabilir:

(u(x) - v(x))' =u'(x)—v'(x)|

Ornek 1. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini belirtelim:

a)y=x"+sinx b)y=x"—¢"
Cozim:

a) y'=(x" +sinx)"'= (x*)'+(sinx)' = 2x +cos x
b) y'=(x"—€")'=(x")'~(e")' =5x" ~e"

Not: Bu kural genellestirilebilir ve li¢ veya daha fazla fonksiyonun toplami ve farki igin gecerlidir.
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Ornek 2. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini belirleyin:
a)y=x"+cosx+3" b) y=x—tgx+Inx—2

Coziim:

a)y'=(x" +cosx+3")"'=(x")+(cos x)'+(3")'=3x* —sinx +3"In3

12 +l—0:1— 12 +l
COS X X COS X X

b) y'=(x—tgx+Inx—2)'=(x)'- (1gx) '+ (Inx)'- (2)' =1 -

SABITi VE FONKSIYONUN CARPIMI BiCiMINDE iFADENIN TUREVi

u(x+ Ax) ~u(x) olan bir u(x)
Ax

C = sabit fonksiyonu ile tirevlenebilir olan ve tiireviu'(x) = LICLI%)
fonksiyonunun carpimi olarak temsil edilebilen bir fonksiyonu ele alalim.
Turevin tanimina gore sunu yazabiliriz:
- C-(u(x+Ax)—u(x)) _

Cu(x+Ax)-C-u(x) !
Ax _A)%—>0 Ax

(C-u(x))'=£mo

=C-lim

Ax—0

u(x+ Ax) —u(x) _Cou'()
Ax

Dolayislyla, (C~u(x))‘: C-u'(x)

Ornek 3. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini belirtelim:

1
a)y=§x3 b) y =4cosx
Cozim:
Ly 1 o5, 1,
a)y'=|—x | =—=(x")'=—-3x" =x
)y (3 ] 3() 3

b) y'=(4cosx)'=4(cosx)'=4-(—sin x) = —4sin xc

FONKSIYONLARIN CARPIMININ TUREVi

. +Ax)— .
Turevlenebilir olan ve u'(x) = Llcnr}) ux A)Z u(x) ve v'(x) = cho

fonksiyonun carpimi olarak temsil edilebilen bir fonksiyonu ele alalim.

vixt Ax) —v(x) e sahip iki
Ax
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Turevin tanimi geregince sunu elde ediyoruz:
_ e u(X+AX) v(x+ Ax) —u(x)-v(x)
(u(x) v(x)) _Al}g}) . =
~lim u(x+Ax)-v(x+Ax) —u(x) - v(x + Ax) + u(x) - v(x + Ax) —u(x) - v(x) _
Ax—0 Ax
im (u(x+Ax) —u(x))-v(x+Ax) +u(x) - (v(x + Ax) —v(x)) _
Ax—0 Ax
u(x+Ax)—u(x)

_ lim v(x + Ax)—v(x) _
Ax—0

=u'(x)-v(x+0)+u(x)-v'(x)=u'(x) - v(x)+u(x) -v'(x)

-Aligov(x+Ax)+£?0u(x)-Aliglo

Dolayisiyla, (u(X)°v(x))'=u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x) formali elde edilir.

Ornek 4. Verilen fonksiyonlarin tiirevini belirtiniz:
a) y=x"- sinx b) y=x"Inx c)y=(x"=3x)-¢e"
Coziim:
a) y'=(x"-sinx)"'=(x")'sinx+x’(sinx) =3x’sinx+x’ cosx
b)y'= (x*Inx)"'=(x*)'Inx+x*(nx)'=2xInx+x’ -%: 2xInx+x
c)y'= ((x2 —3x)e")' = (x> =3x)'e" +(x* =3x)(e")'=

=(2x-3)e" +(x* =3x)e =" (2x =3+ x" =3x) =" (x* —x-3)
Not: Bu kural (i¢ ya da daha fazla fonksiyonun ¢arpimi icin de genellestirilebilir.
Ornek 5. Verilen fonksiyonlarin tiirevini belirtiniz:
a)y=x"cosxlnx b) y=x’e" Inx
Coziim:

a)y':(x3 -cosx-Inx)'=(x*)"cosx-Inx+x’-(cosx) Inx+x’-cosx-(Inx)'=

1

2 : 2 : 2

=3x"- cosx- Inx+x’- (=sinx)- Inx+x’- cosx- —=3x’cosxInx—x’sinxInx+x’cosx
X

b)y'=(x’¢"Inx)'=(x")'e Inx+x’(e) Inx+x’e"(Inx)' =

1
=2xe'Inx+x’e Inx+x’e"- —=2xe' Inx+x’e Inx+xe’ =xe*RInx+xInx+1)
X
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FONKSIYONLARIN BOLUMUNUN TUREVi
Tarevlenebilir olan u(x) ve v(x),v(x)#0 ve u‘(x):limu(x+Ax)_u(X)

— Ax—0
v(x+ AY) —v(x) e sahip iki fonksiyonun bolimi olarak temsil edilebilen bir fonksi-

vi(x)= gr_r)})

yonu ele alalim.

Tlrevin tanimina gore sunu yazabiliriz:

u(x+Ax)  u(x) u(x+ Ax)v(x) —u(x)v(x + Ax)
u(x) ' Mim v(x+Ax) v(x) Mim v(x)v(x + Ax)
V(X) Ax—0 Ax Ax—0 Ax

im u(x+ Ax)v(x) —u(x)v(x) +u(x)v(x) —u(x)v(x + Ax) _

A0 Ax-v(x)-v(x + Ax)

B (u(x+Ax)—u(x))v(x)—u(x)(v(x+Ax)—v(x)) B
s Ax -v(x)-v(x + Ax) -
u(x+Ax)—u(x) V() —u(x) v(x+ Ax)—v(x)
= lim Ax Ax =

A0 v(x)v(x + Ax)

Al)icrr%)u(x+AAx)2—u(x) ~v(x)—u(x)-Alirr% v(x+ Ax) —v(x)

v(x)- Aligl() v(x + Ax)

_u'(x)-v(x) —u(x)-v'(x) _ u'(x)v(x) —u(x)v'(x)
- v(x)-v(x) - v (x)

formUli elde edilir.

Dolayisiyla u(x) ,:”'(X)V(x)—u(x)v'(x)
v V()

Ornek 6. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini belirtelim:

2y 14X
aly= Io)y_l—x3
Cozim
. ( 2x j 2x)'(x+3)—2x(x+3)'
a) y = = 3 =
x+3 (x+3)

2 (x+3)-2x-(1+0) 2x+6-2x 6
- (x+3) C(x+3)7 (x+3)
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b)y,:[l+x3]’:(l+x)'(l—x)—glj-x)(l—x)':
I-x 1-x7)

_(0+3x2)(1—x3)—(1+x3)(0—3x2)_3x2—3x5+3x2+3x5_ 6x° .
) (1-x)’ (RS S (B S

Turev kurallarini yazip ezberleyebiliriz, kisa yazmak igin u(x) = u ve v(x) = v fonksiyonlarini
kullanacagiz.

(Ut v) =U £V -fonksiyonlarin toplaminin ve farkinin tirevi
(C-u) =C - U, C =sabiticin - sabit ile fonksiyonun ¢carpiminin tiirevi

(U-v)Y =U -Vv+U-V -fonksiyonlarin carpiminin tirevi

> 1 _ . '
[ﬁj = %, V(X) # 0 icin - fonksiyonlarin bolimunin tlrevi
% \%

Ornek 7. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini belirleyin:

a) f(x)=3x>—2x+5 b) £(x) = x cos x Q) f(x)= %
x —
¢) f(x)=xsinx—cosx d) f(x)= X +2 e)f(x):x+1, xeR\{l}.
1+cosx x—1
Cozim:

a) f'(x)=(3x" —2x+5)' = 6x-2;

b) f'(x) =(x’cosx)'=(x")'cos x +x’(cosx)'=3x” cos x —x’ sin x

0 £ = { x42— §x3 + 1] ’ _ (x*=3x" +1)'2x* - 1)2— (x42— 3 +D)(2x* =1)" _
x* -1 (2x* 1)
C(AX° =97 +0)(2x° =)= (x" =3x° +1)(4x—0) _
- x> —1)? -

B 8x° —18x* —4x* +9x* —4x° +12x" —4x B
(2x2 —1)2

B 4x° —6x* —4x* +9x* —4x
(2x2 —1)2
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¢) f'(x)= (xsinx—cosx)'z (xsinx)'—(cosx)'= (x)'sinx+x(sin x)'—(cosx)'z

=sinx+xcosx+sinx =2sinx+ xcosx

d)f'(x):[ X +2 J _ (¢ +2)'(I+cosx) — (" +2)(1+cosx)" _
l+cosx (1+cos x)*
_ (2x+0)(I+cosx)—(x” +2)(0—sinx) _ 2x+2xcosx+x’sinx+2sinx
B (1+cosx)’ - (1+cosx)’
e)f,(x):£x+lJ’:(x+1)'(x—1)—(x+1)(x—1)':(1+0)(x—1)—(x+1)(1—0):
x—1 (x—l)2 (x—1)2

_ x—1-x-1 _ -2
(c-1) (1)

Alistirma sorulari

Turevlerin tablosu ve tiirevienme kurallarini kullanarak verilen fonksiyonlarin tlrevini belirtiniz:

1. f(x)=5x 2. y=x"-2x"+3x-1

3. y=x"-3x+2 4. f(x)=3x"—6x"+x"—4x+8
1 3

5. f(x)=x+- 6. [()=—-

7. f(x)zx/;—ﬁ/x—2 8. f(x)=x>—2sinx

9. f(x)=2sinx+4cosx 10. f(x)=tgx—ctgx+5"

11. f(x)=x"Inx 12. f(x)=x-cosx

13. f(x)=2x-sinx 14. f(x)=x"e"tgx

15. y=¢"- arcsinx 16. y=(3x2+1)(2x—4)(x3—1)

17. f(x)=x" —sinxcos x 18. f(x)=2x+1
2

19. f(x)= i2_+x1 20. y = xx2+_31x

21, y= 271 22, y=2+3
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x*=2x-2
23. y=—7——
d x® —2x
25. =2
sin x
27. f(x)=2sinx—%ex+7arctgx+2
29, f(x)=s¥nx—cosx
sin x + cos x
31. yzz/x_6+log6x—tgx
34-10x +x°
33. f(x)=——
S0 2x-10
In x-
35, y= nx <2:osx
X
e +e "
37. y=
4 2
3
(1+35)
39.

1+sinx
24. f(x)=—
1-sinx
xsinx
26. f(x)=
1-cosx
2 3
28. y=x——=+=-
x X
e +cosx
30, y=———
xe

32. y=x"-e"-sinx

34, y= e +sinx

36. y=2

38. y:Inx-tgx-x/;

40. y = x\/x\/;
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4. KARMASIK BiR FONKSIYONUN TUREVi

f(x) = 2sin x ve g(X) = X2 + 1 fonksiyonlarinin verildigini varsayalim. i(x) = (f o g)(x) = f(g(x))
ve r(x) =(ge f)(x) = g(f(x)) fonksiyonlarini olugturalim.

h(x) = f(g(x)) = f(x2 +1)= 2sin(x2 +1)
r(x)=g(f(x))=g(2sinx)=(2sinx)’ +1=4sin’ x+1.

h(x) = f(g(x)) ve r(x) = g(f(x)) fonksiyonlarina bilesik fonksiyonlar veya f(x) ve g(x)’in bileskesi
(kompozisyonu) denir.

y = cos(X? + 2) fonksiyonu, f(x) = cos X ve g(x) = X2 + 2 fonksiyonlarindan elde edilen bir bilesik
fonksiyon olarak kabul edilebilir, glinkii f(g(x)) = f(x2 + 2) = cos(x2 + 2) = .

y = cos(x? + 2) bilesik fonksiyonunu u(x) = X2 + 2 fonksiyonu yardimiyla yazarsak, y = cos(u) elde
ederiz. Bu yazim seklinde u(x) fonksiyonuna ara (yardimci) fonksiyon denir.

Ara fonksiyon u(x) tek olarak bir sekilde tanimlanmamistir.

Ornek 1. Asagida bilesik fonksiyonlar verilmistir. Ara fonksiyon u(x)’i belirtiniz ve fonksiyonu
y = f(u) bigiminde yaziniz:

a) y=~/x>+2x b) y = ! c) y=In(x*+3x-4) o)y =(x"+1)

Coziim:

a) y =+/x? +2x igin, U(X) = X2+ 2x ve y = Judur.

2x+1 .

b) y=¢e""igin, u(x) = 2x + 1vey=eudur.

c) y=In(x* +3x—4)igin u(x) = X2 + 3x - 4 ve y = In(u)’dur.
d)y=(x2+1)%iginu(x) =x2+ 1vey=udur.

y = f(u(x)) bir bilesik fonksiyon olsun, yaniy = f(u) ve u = u(x).

y’ =f(u) ve U’ = U’(X) tlrevi varsa, y'nin X’e gore tlrevi de vardir ve asagidaki gecerlidir:

y'=(f(x)'= f@w)-u'

Bilesik fonksiyonun tiirevini hesaplama kurali tanim geregi kanitlanabilir. Bu bolimde ifadeyi
kanitlamayacagiz.

Ornek 2.y = (x2 + 1)° fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
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Coziim: y = (x2 + 1)° fonksiyonu bilesik bir fonksiyondur ve u = X2 + 1 ara fonksiyonuyla y = (x2
+1)° = u® fonksiyonu elde edilir.

Dolayisiyla, Yy’ = ((x2+1)%)" = (U?) =9u8 x U’ =9(x2+ 1)® x (X2 + 1)’ = 9(X2 + 1)® x (2X + 0) = 18x(x2
+1)8 elde edilir.

.. 2x+1 . .. . .
Ornek3.y=¢ "% fonksiyonunun tirevini bulunuz.

Cozim:y=y= e”t fonksiyonu bilesik bir fonksiyondur ve u = 2x + 1 ara fonksiyonuyla 'y = et

=e fonksiyonu elde edilir.
Dolayisiyla, y'= (ez“l )' =()'=¢e" u'=e""Q2x+1)'=e""(2- 1+0)=2e""elde edilir.
Ornek 4.y = In(x2 + 3x - 4) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim: y = In(x2 + 3X - 4) fonksiyonu bilesik bir fonksiyondur ve U = X2 + 3X - 4 ara fonksiyo-
nuyla y = In(X? + 3X - 4) = In u fonksiyonu elde edilir.

DoIay|S|yIa,y‘:(ln(x2+3x—4)>':(lnu)':£- u':ﬁ- (x* +3x—4)"=elde edilir.
1 2
- (2x+3_0)=2x—+3
x +3x—4 x +3x-4

Ornek 5. y =sin(x) fonksiyonunun tirevini bulun.

Coziim: y = sin(x?) fonksiyonu bilesik bir fonksiyondur ve u = x2 ara fonksiyonuyla y = sin(x?) =
sin u fonksiyonu elde edilir.

Dolayisiyla, y'= (sin(xz))' = (sinu)v =cosu (u) =cosx” -(x*)'=cosx’-2x = 2x cos xélde edilir.
Ornek 6. y = sin2 x fonksiyonunun tiirevini bulun.

Coziim: y = sin? X fonksiyonu bilesik bir fonksiyondur ve u = sin x ara fonksiyonuyla y = sin? X
= (sin X)? = u? fonksiyonu elde edilir.

Dolayisiyla, y'= (sin® x)'= (u2 )' =2u (u)' =2sinx(sinx)'=2sinx-cosx =

=2sin xcos x = sin 2x elde edilir.
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Alistirmada cift acilarin sintst formuliinden yararlaniyoruz.

Ornek 6. y = ln1+—x fonksiyonunun tirevini bulun.
-X

Coziim: y:1n1+_x fonksiyonu bilesik bir fonksiyondur ve u=1+_x ara fonksiyonuyla

e I-x 1-x
y =In——=Inu fonksiyonu elde edilir.
-X
I+xY 1 1 I+xY
Dolayisiyla, y'=| In—— | =(Inu)'=—-u'= —1 =
yisiyla, y ( 1—xj (Inu) » 1+x(l—xj
1-x
C=x (I+x)'(I-x)-(1+x)(1-x)" 1-x (0+1)-(I-x)—(1+x)-(0-1)
1+x (1-x)’ 1+ x (1-x)
Cl=x I-x+I1+x 1 2 2 2

“lix (-x)? d4x l-x (+nl-x 1-%

Elementer fonksiyonlarin tlirev tablosuna bilesik fonksiyonun tlirevi kuralini uygularsak, bile-
sik fonksiyonlarin tiirevleri igin yeni bir tablo elde ederiz.

Bilesik Fonksiyonlarin Tiirev Tablosu:

-y

a“)':a"- Ina- u',3aa>0, a#1.

5. (log,u)'= ! cu',3aa>0,a#1.
ulna
1

6. (1 '=—-.y'

nu) » u

7. (sinu)'=cosu-u'

8. (cosu)'=—sinu-u'

9. (tgu)'= Lo
cos’ u

10. (ctgu)'=- Lo
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Not: Bu tabloda, ara (yardimci) degisken u, X'in bir fonksiyonudur, u = u(x).

os 1 2 =7 . .. ..
Ornek 7. y=——= (3x +2) fonksiyonunun tirevini bulunuz.
(3x2 +2)
Coziim: y = (3x2 +2)77 fonksiyonu bilesik bir fonksiyondur ve u = 3x? + 2 ara fonksiyonuyla
1 ~
y=———= (3x2 +2) ' fonksiyonu elde edilir.
(3x2 +2)

Dolaysiyla, y'=((3x" +2)7) = ()" = (T * - u'=(-7)3x* +2) *(3x* +2)'=
42x

—(32—2)8 elde edilir.
X+

=(=7)Bx* +2)*(6x+0)'=-42x(3x* +2)* =

Not: Bilesik fonksiyonlarin tirevlerini bulma problemlerini ¢zerken, bundan sonra ara fonk-

siyonla degistirme yapmak zorunda degiliz, ara fonksiyonun ne olduguna dikkat edilir ve degis-
tirme yazilmadan bilesik fonksiyonun tiirevi hesaplanir.

Ornek 8. y = ¢*** fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

COs X

Cozim: y =e " fonksiyonu bilesik bir fonksiyondur ve U = cos X ara fonksiyonuyla 'y = e fonk-
siyonu elde edilir. Simdi ara fonksiyonu degistirmeyecegiz.

cosx cosx
=e

(cosx)'=e sin x elde edilir.

COS.X(

Dolayisiyla, y'= (e“’”)' —sinx) =—e

Ornek 9.y = e** cosx fonksiyonunun tirevini bulunuz.

Coziim:

y'= (ez" cosx)': (ez")'cosx+ e’* (cosx)'= e (2x)'cosx—e** sinx =
=2¢”" cosx—e”" sinx = e (2cos x —sin x)

2

1-x

Ornek 10. y =In fonksiyonunun tirevini bulun.

1+x2

2
Coziim: y =1In, /i xz fonksiyonu bilesik bir fonksiyondur, dolayisiyla:
+x

g x| -2 |
4 1+x° 1—x> 1+x°

1+ x?
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2
fonksiyonu bilesik bir fonksiyon oldugundan, bilesik fonksiyonun tirevi kuralini tek-

1+ x7
rar uyguluyoruz:

[1 x’ /1 x’ [1+XJ -
1+x7 1+ x?

(1 x)'A+x*)-(1- x)(1+x)
7’ (1+x%)?

1-x

2
1+ x?

I (0-2x)(1+x")=(1=x")-(0+2x) _
1—x° (1+x%)? -
1+ x7?

B l+x> —2x-2x"—2x+2x° B 1+x2 —4x B
2(1-x%) (1+x7)° 2(1-x%) (1+x%)°
1 —2x 2x 2x 2x

0= (41 -1+ )  1-x x 1

Alistirma Problemleri:

Bilesik fonksiyonun tiirevi kuralini ve fonksiyonlarin toplami, farki, carpimi ve béliminin ti-
revi kurallarini kullanarak asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bulunuz:

1. f(x)=(5x=-7) 2. y=+3x-5
3. =g 4. y=In(2x—9)
: x—1
5. = 6. y=In,|—
S 1-x7 4 x+1
7. f(x)=x-1n(x+\/l+x2)—\/1+x2 8. f(x)=xsinx"
9. y=sinx’ 10. y =sin’ x

1 1
11. y =cos’ x-cosx’ 12. y:I—tgx+§tg3x—gtg5x
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x=3Y
13. y=
7 (x+3j

15. f(x)=sinv1+x>

17. y =In(sin(x* —2x+2))

x’+4
x4

19. y=In

21. f(x)=x*+6x-27

23. y=(x+1Vx* +1

1+ x?

2
—X

25. y=In

14. y=¢€*

16 —lln(x+1)—lln(x2—1)
7 4

18. y=In

| 2
m_1[x2 +]_
X

sinx

20. y=e
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5. LOGARITMIK TUREVLER
Ornek 1. y = x* fonksiyonunun tiirevini hesaplayalim.

y = x* fonksiyonunun tlrevi, 6nceki turev kurallari kullanilarak hesaplanamaz, ¢iinki fonksi-
yonun hem tabaninda hem de Usslinde degisken vardir. Fonksiyonun tirevini hesaplamak igin
logaritmik tirev alma kuralini kullanacagz.

f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin pozitif ve turevlenebilir oldugu y = f(x)g(") fonksiyonu verilsin.
Fonksiyonun tlirevini hesaplamak icin 6nce esitligin logaritmasini alacagiz ve ardindan ifadeyi
basitlestirmek igin logaritma 6zelliklerini kullanacagiz.

y = f(x)¥™ her iki tarafin logaritmasi alinir

Iny=1In(f(x)*)
Iny=g(x)In(f(x))

Simdi her iki tarafin turevini alabiliriz, burada dikkat etmemiz gereken husus y = y(x) bilesik
fonksiyon oldugunu ve X degiskeninin bilesik bir fonksiyonu oldugudur.Buna gore sag tarafinda
carpimin tirevini kullanacagiz.

(Iny)'= (g(x) hl(f(x)))'
L= sty (70} gt (m( o)

Buradan su sonug elde edilir:

y'=y-((8()) (/) +g()(In(f()))

»'= £ ((g(0) (£ () +g(x) (In(£(2)))')

Fonksiyonun tirevini belirleme kuralina, logaritmik tiirev alma kurah denir.
Bu kurali kullanarak y = x~fonksiyonunun tirevini belirtiniz.

Simdi Ornek 1’deki fonksiyonun tiirevini bulma kuralina devam ediyoruz:

y = x*fonksiyonu verilsin, logaritmasini alirsak sunu elde ederiz:

Iny=Inx"

Iny = X x In X, esitligin tiirevini alarak sunu elde ederiz:

(Iny)'=(xInx)'

ly'=(x)'lnx+x(lnx)'
y
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ly':l-lnx+x-l
v x
1 '

—y'=lnx+1

y

Yy =y - (In X + 1), orijinal fonksiyonu yerine koyarak tiirevin ¢6ziimiini elde ederiz.
y' =x% (Inx+1)

Ornek 2. Logaritmik tirev alarak y = (cos x)™™* fonksiyonunun tirevini bulunuz.
Coziim: Once y = (cos x)™™ fonksiyonunun logaritmasini alalim.

In y = In(cos x)™™*

In y =sinx-In(cosx),
esitligin tlrevini alalim

(Iny)'=(sinx-In(cosx))'

ly' = (sinx)" In(cos x) +sin x - (In(cos x))'

1 .
—y'=cosx-In(cosx)+sinx- (cosx)'
COoS X
—y'=cosx-In(cosx)+sinx- (—sinx)
y cos x
1 . sin x
—y'=cosx-In(cos x)—sinx-
cosx

y'=y-(cosx-In(cosx)—sin x-tgx)ve orijinal fonksiyonu yerine koyarak fonksiyonun tirevi-

ni elde ederiz:

y'=(cosx)™" -(cosx-In(cos x)—sin x- tg x)

Ornek 3. Logaritmik tirev kuralini uygulayarak y = x{1+i3 fonksiyonunun tirevini bulunuz.
X

Cozum: y:x/HL3 fonksiyonu igin, Gslu ifadelerin 6zelliklerini kullanarak fonksiyonu
X

y= (14_%} * olarak yazilabilir. Bigiminde yazabiliriz.
X
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X
LN S FELN R (S
yy x’ ¥) x| X +1 x*
x3
1 1 1 3
—y' == In| l+—| ——7F—
yy x° ¥ ) XX +1)

1 1 3 .
'=p| ——- In| 1+—| ———=— | oldugundan,
4 y[ x’ ( x3J X (x° + I)J

1 1 1 3 i
'— 14— In| 1+ — |+ elde edilir.
Y x* X ( ( x3j x3+1]

1
.. xX—=5]x3
Ornek 4. Logaritmik turev alarak y = (—] fonksiyonunun tlrevini bulun.

x+3

1
I~ X—=5 |« . . o
Cozim: y=| —— fonksiyonunun logaritmasini alarak tirevini belirtelim.
X

+3

1 x=5| .
Iny= In 3 , tirevini alarak sunu elde ederiz:

<] Lyn( 23]

4
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| | x-=5 1 x=5]1
—y'= In + In
y x+3 x+3) x+3 x+3

1 5 x-5 1 1 x=51
—y'=(-1(x+3)"(x+3)")In +
yy ( ( ) )) [x+3j x+3 X—5(x+3]

x+3
ly,: 1 _(1+0)|In x-=5 N I x+3 (x-5) (x+3)—(x:2—5)(x+3)
y (x+3) x+3) x+3 x-5 (x+3)
| 1 x=5 I x+3-x+5
—y'=- ~In + . .
y (x+3) x+3) x-5 (x+3)
| 1 x-5 8
—y'=- ~In + 5
y (x+3) x+3) (x=5)(x+3)

o ln£x_5J+ 3
PN TG 1 a43) (o) r3)
, 1 [x 5in3 [ [x—sJ SJ
y =- 7" In -
(x+3) x+3 x+3) x-5

. Inx|™
Ornek 5. Logaritmik turev alarak y = (_xj fonksiyonunun tlrevini bulunuz.
X

lnx sinx
Cozim: y = — fonksiyonunun logaritmasini alalim.
X

Iny= ln{ln J

Iny=sinx-In ( J§|mdi trevini alabiliriz:

(Iny) —(smx m[ D
Lt o 2]

1 (lnxj . 1 (lnxj’
—y'=cosx-In +sinx-——-| —
y X Inx X
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1 '
—y'=cosx-In

(ln_xj_l_sinx_ X .(lnx) ‘x—Inx-(x)

y X In x x’
1 Inx . 1 ;-x—lnx&
—y'=cosx-In| — |+sinx-
y X In x X
1 In x . I I-Inx
—y'=cosx-In| — |+sinx-—-
y X Inx x

\ Inx) sinx-(I-Inx)
—y'=cosx-In +
y X xInx

y'= y(cosx.lr{lnxj+ smx-(ll—lnx)j baslangictaki fonksiyonda degistirmekle:
X xInx

y':(ln—xj . cosx-ln[lnxj—{—snlx(l_lnx) elde edilir.
RS X xInx

Logaritmik tlrev alma yontemi, birden fazla farkli fonksiyonun ¢arpimi ve bolimd ile temsil
edilen fonksiyonlarda da kullanilabilir ve ¢ok karmasik ifadelerden kaginmak igin dnce fonksiyo-
nun logaritmasi alinir, ardindan tirevi alinir.

Jx+4)

(x=1)*(x+3)°

Ornek 6. Logaritmik tiirev alarak y =

J(x+4y

fonksiyonunun tirevini bulalim.

Coziim: y=——————— fonksiyonunun logaritmasini alalim.
Y =1 (x4 3)
J(x+4)

Iny=In (x+4

(x=1)*(x+3)°
(x+4)3
(x=1)*(x+3)

Iny=In(x+4)° —In(x—1)* = In(x +3)°

Iny=In

Iny =%ln(x+4)—21n(x—1)—51n(x+3), simdi turevini alabiliriz

5

(Iny)'= (%ln(x+4)—21n(x—1)—51n(x+3)J

1
x+4

1
x+3

—y =§~ (x+4)'-2- L(x—l)’—& (x+3)'
5 x—1

y
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1,3 2 s

37 TS+ 4) x—1 x43
(s 2 s
7Y 5(x+4) x-1 x+3

C(x—1)*(x+3)’

o Jx+ay [ 3

Alistirma Problemleri:

/ 1

1. y:xl+—5
X
1

3. y=3 1+—7
X
sin®x

5. y=(sinx)

1

7. y:x;

9. yz{l—LJ
x+1

11, y=x"

x+3

. (x=7¥(x+2)

_(1=x*)e™ " cosx

13.

15. y

sin® x

|

Asagidaki fonksiyonlarin tlirevlerini, logaritmik tlrev alma kuralini kullanarak hesaplayiniz:

S5(x+4) x-1 x+3

1
x+7 2
2. y=
g (x—zjl
x+5 |4
4. y=
4 [x+4}

CosXx

6. y =(sinx)
8. y=(Inx)"

10. y=x""(x+1)

12. y:[ln_xJ
X

1
14 ad

e Yx+2) - Yx+3)

16. y=+/(x+1)’ .2x—21 -e" -sin* x-cos’ x
X+
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6. TUREVLERIN UYGULANMASI. BiR FONKSiYONUN TEGET
VE NORMALINiN DENKLEMI

YUKSEK MERTEBEDEN TUREVLER

y=f(x) fonksiyonu x eDf icin turevlenebilir olsun, yani tanim kiimesindeki bir noktada fonk-
siyonun y'=f"(x) tlirevi mevcut olsun.

y=f(x) fonksiyonunun ikinci tlirevi veya ikinci mertebeden tlrevi, y'=f'(x) fonksiyonunun tiire-
vidir ve y"'=f""(x)=(f'(x))" ile gosterilir.

Bu nedenle, y'=f'(x) turevi y=f(x) fonksiyonunun birinci tiirevi olarak adlandirilr.

y=f(x) fonksiyonunun y"'=f""(x) ikinci turevinin tirevi, Uglincii tiirev olarak adlandirilir ve
y"'=f""(x)=(f"(x))" ile gosterilir.

islem devam ettirilebilir.

) = (y(”’l) )', y=f(x)’in n’inci tiirevi olarak adlandirilrr.

f(x) fonksiyonu, tanim kiimesindeki her noktada n’inci tlirevi mevcutsa n-tirevlenebilirdir.
n sonsuza vardiginda, fonksiyonun sonsuz tiirevlenebilir oldugunu soyleriz.

Ornek 1. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz:

a)y :%x“ —§x3 +l fonksiyonunun ikinci mertebeden tirevi

b) ¥ = 4x* — sinx fonksiyonunun iiciincii mertebeden tiirevi
c) y=Inx fonksiyonunun doérdiincii mertebeden tirevi
Coziim:

1 5 1 .
a) y=Ex4 —=x +Z fonksiyonunun ikinci mertebeden tirevini belirleyelim. Once birinci

mertebeden tirevi, sonra ikinci mertebeden tiirevi hesaplamamiz gerekir.
1 1y 1 1y 1 1
y'= —x4—§x3+— =—(x4)'—£(x3)'+ — =—-4x3—£-3xz+0=—x3—§x2
12 6 4 12 6 4 12 6 3 2

y":(lf —ixzj’ :l(f)'—i(xz)':%-?)xz —%-szx2 —5x
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b) y = 4x? - sinx fonksiyonunun Uglinci mertebeden tlrevini belirleyelim. Tim tlrevleri sira-
styla, birinci mertebeden tirevi, ikinci mertebeden tiirevi ve son olarak lg¢lincii mertebeden ti-
revi hesaplamamiz gerekir.

y':(4x2 —sinx)':4(x2)'—(sinx)':4-2x—cosx:8x—cosx
y"=(8x—cosx)'=8(x)'—(cosx)'=8-1—(—sinx) =8+sinx
y"=(8+sinx)'=(8)+(sinx)'=0+cosx =cosx

c) ¥y = In x fonksiyonunun dérdinci mertebeden tiirevini belirlemek igin, her mertebeden
turevleri sirasiyla hesaplamamiz gerekir.

X

TEGETIN DENKLEMI

Turev kavramini tanimlarken, y = f(x) fonksiyonunun M(Xo, f(Xo)) noktasindaki tegetinin egimi-
nin, fonksiyonun M noktasindaki tirevinin degerine esit oldugunu gorduk, yani &, = f'(Xo).

Bir A(Xo, Yo) noktasindan gegen ve egimi k olan bir dogrunun denklemiy - yo = K(X - Xo) ile be-
lirlendiginden, y = f(x) tiirevlenebilir fonksiyonunun M(Xo, f(Xo)) noktasindaki tegetinin denklemi,
Yo = f(Xo) ve k = k; = f'(Xo) olmak Uizere, asagidaki gibidir:

Y - Yo = f'(Xo) (X - Xo)

y = f(x) fonksiyonunun grafiginin M(Xo, Yo) nok-
tasindaki tegetinin denklemi:

S el :f'(xo)(x_xo)

Yo = f(»’"n,
L
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Ornek 1. f(x) = 5x —x” egrisinin x=1 apsisli M noktasindaki tegetinin denklemini yaziniz.

Céziim: ilk olarak, tegetin degme noktasinin M (x,, y,) koordinatlarini belirtelim. Odevin sar-
tina gore X,=1ve y, = f(x,)=f(1)=5-1-1 =5-1=4tir.

Dolayisiyla, tegetin degme noktasi M(1,4)'tur.
Herhangi bir X noktasindaki tirev:
[0 =(5x—x")'=5(x)'~(x*)'=5-1-2x =5-2x.

M(1,4) noktasindaki tegetin egimik, = f'(1)=5-2- 1=5-2=3"tur.

X,=1, ¥,=4 ve f'(X,)=3 degerlerini teget denk- ‘Y
lemi t’ye yerine koyarsak: Loy = dul
6
y=4=3(x-1)
y—4=3x-3
Y1 TMm,9)
y=3x-3+4, yani
y=3x+1 tegetin denklemidir. .
/ \
2 2 4 6
flx) = —2*+ 54

Ornek 2. y = x* + 2x* —1 egrisinin hangi noktasinda tegetin egimi 4’tir?
Coéziim: Odevin sartina gore k=4'tir.

Teget noktasinin M(X,,y,) koordi- by
natlarini belirlememiz gerekiyor. Teget
noktasinin apsisi X, k,=f'(x,) sartindan
belirlenecektir. 1

Fonksiyonun tirevi: , A~

s 3 A N o 23
y':(x3+2x2—1)'=3x2+4xvexo’da My D

£(x,) = 3x2 +4x,dir ve

“¥-

3x§+4x0—4:0-

4 =3x; +4x,esitligini elde ederiz, yani
¢ _4l
f(x)
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Elde edilen ikinci dereceden denklemi ¢ozliyoruz,

41,4 -4- 3. (-4) 4+ 2
Xo,, = \/ o3 ) = 46 8, buradan x, =-2ve x, =§elde ederiz.

Simdi y, koordinatlarini belirtebiliriz.

Dy =f(x)=,(-2)= (-2)’ +2(-2)* —=1=-8+8~1=—1, yani aranan nokta M, (-2, —1ydir.
Tegetin denklemi y — (—1) = 4(x —(=2)) veya duzenlenmis teget denklemi t,, y=4x+7'dir.

2) (2} (2} 8 8 5 25
2 = =f|l=|=|=| +2| =| -1=—+——1=—, yaniaranan nokta M,| —,— |'dir.
) Yo, f(xoz) f[?’] [:J [?J 27 Y 2£3 27J

5 2
Tegetin denklemi y——= 4[x—§] veya tegetin denklemiz,: y :4x—6—7’dir, yani genel bicimde
108x—27y—67 = 0'dr. 27

Not: iki teget birbirine paraleldir, ¢clinkii ayni egim k, = 4’e sahiptirler.

Problemleri ¢bzerken 6nce teget denklemi icin bir applet olusturabilir ve ardindan animas-
yonlarla cebirsel olarak hesaplamamiz gereken ¢6ziime ulasabiliriz.

Ornek 3. y = —x” + x +2 egrisinin ilk ve l¢iincii ceyreklerin agiortayina paralel olan tegetinin
denklemini bulun.

Coziim: ilk olarak, GeoGebra’da dgrencilerin deneme yanilma yoluyla ¢éziime ulasabilecekleri
bir applet olusturduk. Egri Gzerindeki keyfi bir noktada bir teget olusturuyoruz ve ardindan nok-
tayi hareket ettirerek tegetin verilen y=x dogrusuna ne zaman paralel olacagini kontrol ediyoruz.

» Cebirsel pencere | » Applet resmi X
@ fiy=-x2+x+2
® gy=x 5
® A=(0,2) A
@ ty=x+2

Lo

y=X

https://www.geogebra.org/m/kwsj9cbn
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Sorunun kosuluna gore, tegetin birinci ve tglinct dordiliin simetri ekseni olan y = X’e paralel
olmasi gerektiginden k; = 1 elde edilir.

Tegetin degme noktasinin A(Xo, Yo) koordinatlarini belirlememiz gerekiyor.
Tegetin degme noktasinin apsisini ky = f'(Xo) kosulundan belirleyecegiz.

Fonksiyonun tiireviy’ = (-X* + X + 2)’ = -2X + 1'dir ve Xo'da f’(Xo) = -2Xo + 1'dir ve su esitligi elde
ederiz:

1=-2Xp+1, yani Xo =0.
Simdi yo koordinatini da belirleyebiliriz:

¥y = f(x,)=f(0)=-0>+0+2=2, yani aranan nokta A(0, 2)’dir. Tegetin denklemi
y—2=1- (x—0)veya dizenlenmis tegetin denklemi t: y = X + 2’dir. Bu da applet ile elde edilen
¢6zUmu dogrular.
Ornek 4.y = X3 - 3x% + 3X + 3 egrisine p: X + 3)1— 4 = 0 dogrusuna dik olan tegetin denklemini
bulunuz. k, =
. P 1
Cozum: Iki dogrunun dikligi kosulundan &, -k, = —1, yani k, = —k— elde edilir.

p dogrusunun katsayisini p: X+ 3y -4 =
0 dogrusunu donustlirerek elde edecegiz.

Su sonucu elde ederiz:

3y =-X + 4, yani ——1)c+4
,yaniy 3 3

1
Dogrunun egim katsayisi k, = -3 dir.

Tegetin egim katsayisi k, = _Ll =3'tlr.
3
Tegetin degme noktasi M(Xo, Yo)'1 dnce- =2 ffa /t2 284
ki 6rnekteki gibi belirleyecegiz. f—1/

Tegetin degme noktasinin apsisini ky = f'(Xo) kosulundan belirleyecegiz.

Fonksiyonun tireviy’ = (X3 - 3x? + 3X + 3)’ = 3x? - 6X + 3’tlr ve Xo'da f'(Xo) = 3Xo? - 6Xo + 3'tur
ve su esitligi elde ederiz: 3 = 3Xo? - 6Xo + 3, yani 3Xo? - 6Xo = 0.
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Elde edilen denklemi 3Xo(Xo - 2) =0 biciminde yazarak Xo = 0 ve Xo =2 ¢dzimlerini elde ederiz.
iki ¢6ziim elde ettik, yani verilen dogruya tegetlerin dik olacagi iki nokta vardir.

Simdi Yo koordinatlarini da belirleyebiliriz.

1) Yo, = f(xol) =f(0)= 0°—=3- 0°+3- 0+3=3yaniaranan nokta M;(0, 3)’tiir. Tegetin denk-
lemiy - 3 = 3(x - 0) veya diizenlenmis tegetin denklemi t;: y = 3x + 3’tdr.

2) yy, = f(x,)= f(2) =2’ -3.2% +3.2+3 =5, yani aranan nokta M,(2, 5)'tir. Tegetin denkle-
miy -5 =3(x - 2) veya daha sade sekilde getirerek denklem t,: y =3x—1elde edilir.

NORMALIN DENKLEMI
y = f(x)fonksiyonu ve fonksiyonun M(xo,f(xo)) noktasi verilsin.

M(xo,f(xo)) noktasindan gegen ve egriye bu noktadaki tegete dik olan dogruya y = f(x) eg-
risinin M noktasindaki normali denir.

Normalin egim katsayisi k, = — oldugundan, M(xo,yo) noktasindaki diferansiyellene-
X0

bilir y = f(x) fonksiyonunun normal denklemi su sekildedir:

1
P %)

Y—=Yo=—

Grafiksel olarak cizimde gosterilmistir.

x,ve y, = f(x,) koordinatlarina sahip M
noktasinda diferansiyellenebilir y = f(x)
fonksiyonunun grafiginin normal denklemi
sudur:

(x—x,)

1
ny—Y,= (%)

Ornek 1. f(x)=5x—x" egrisinin x = 1
apsisli M noktasindaki normal denklemini
yaziniz.

Coziim: Oncelikle M (x,, y,) noktasinin koordinatlarini belirleriz. Sorunun koguluna gére x, =1
ve y, = f(x)=f(1)=5-1-1* =5-1=4'tiir.

Bu nedenle fonksiyonun M(1, 4) noktasi elde edilir.
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Herhangi bir noktadaki tiirevi:
[ =(5x—x*)'=5(x)'=(x)'=5- 1-2x=5-2xdir.
M (1,4) noktasindaki turevinin degeri f'(1)=5-2- 1=5-2=3tir.

x,=1, y,=4ve f'(x,) =3 degerlerini n ‘y
normalinin denkleminde degistirmekle sunu — 13 tiy=3zx+1
elde ediyoruz: B ™ T 5 el
1
y_4:__(x_1) \
3 4] M(1,4)
y—4:—lx+l
3 3 3
1 1 . -
y=——x+—+4,yani normalinin denk- /
lemi s
L -4 -2 2 4 6
y =—§x+? elde Ed|||r. ? j_(’?.'} — —,}'j _I__ 3 T

Not: f(x) = 5x —x’ fonksiyonunun y = —lx+£ normali M (1,4) noktasinda, ayni noktadaki
y =3x+1tegetine diktir. 3 3

.. 8
Ornek 2. y = 10 egrisinin x, = 2 apsisli noktasindaki teget ve normalinin denklemini bu-
X
lunuz.

Coziim: x, = 2 i¢in sunu elde ederiz:

8
442

8
Yo =f(x)=/f(2)= i 1, yani M (2,1) noktasi elde edilir.

Fonksiyonun tirevini bulalim:

16x
(4+x%)*

y,:[ : j’=8(<4+x2>‘1)'=8- (D) (44277 (22) =~

4+ x>
Daha sonra, x, = 2 noktasindaki fonksiyonun tirevini buluyoruz, yani:

ey 16232 1
S'x)=1'2)= @2y w2
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M (2,1) noktasindaki tegetin denklemi:

1 . 1 .
—1l=——(x=2),vaniy=——x+2dir.
y 2(x ), yani y >

Normalin denklemi ise:

1
y—1=——1(x—2), yani y =2x-3.

2
Yandaki sekilde fonksiyonun teget ve nor-
mali gosterilmistir.

Ornek 3. f(x) = 2x* —3x egrisinin x, = 1 ap-
sisli noktasindaki teget ve normal denklemini bulunuz.

Coziim: f(x) =2x" —3x fonksiyonunda x, = 1 yerine koyarsak, f(l) =2-3=-lelde ederiz.

Tirevi / (x)=4x—3 bulunduktan sonra, x, =1 yerine koyarsak, y; = /' (1)=4-3=1elde
ederiz.

Teget denklemi formdlind kullanarak, y —(—1) = (x—l) elde edilir. Bunun sadelestirilmis sekli
t:y=x-2dir.

1
Normalin denklemi formiliine yerine koyarsak, y—(—l) = —I(x—l), sadelestirdikten sonra n:
normalinin denklemi y = —x oldugunu elde ederiz.

Alistirma Problemleri:

1. y= % fonksiyonunun x =1 apsisli noktasindaki tegetin denklemini yazin.
2. y= Jx egrisinin X- eksenin pozitif yoni ile 45° agi yapan tegetini bulunuz.
3. y=x"+xegrisinin, y = —%x+5 dogrusuna dik olan tegetin denklemini bulunuz.
4, y=—x"+x+2 egrisinin hangi noktalarinda tegeti:
a) X eksenine paraleldir?

b) birinci ve Gglncl dordilin simetrisine paraleldir?
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4

5. y =x"+5x—1egrisinin x =1 apsisli noktasindaki normalinin denklemini yaziniz.
6. y=(x+ 1)%/3—_x fonksiyonunun su noktalardaki teget ve normalinin denklemlerini yaziniz:
a)A(2, 3)
b) B(-1, 0)
c) C(3,0)
7. y=xInx egrisinin y = x + 5 dogrusuna paralel olan normalinin denklemini bulunuz.
8. y= x* +2x+ 5 egrisinin teget ve normalinin egimini bulunuz:
a) x = 1 apsisli noktada,
b)y= % ordinath noktada.
9. y =Inx egrisinin tegeti hangi noktalarda:
a) y = —2x+1dogrusuna diktir,
b) 2x — y —1=0 dogrusuna paraleldir.

10.y =3x" —4x+1ve y = x° —x —1egrilerinin tegetlerinin paralel oldugu ayni apsisli noktalari
bulunuz.




FONKSIYONUN TUREVI

7. TUREVIN FiZIKTE UYGULAMASI

Bir araba, Veles’ten Uskiip’e olan mesafeyi 80 km/saat hizla katedildigini séylersek, bu durum-

ve o

da arabanin hangi ortalama hizla hareket ettigi “anlasilir”.
Asagida fizikten bazi 6rnekleri inceleyecegiz.

s ile p dogrusu boyunca M maddi noktasinin katettigi yolu gosterirsek, M noktasinin zamana
bagh konumu s = f(t) fonksiyonu ile belirlenir, bu fonksiyon fizikte cisimlerin hareket kanunu
olarak bilinir.

taninda nokta M konumundadir ve katettigi yol s, = f(¢) Zaman ¢ + At olarak degistiginde, M,
noktasi M, konumuna gelir ve katettigi yol s, = f(¢+ Af) olur. Af zaman araliginda M noktasinin
katettigi yol As = s, —s,veya As = f (¢ + At)— f(¢)dir.

M M M
PR — o 0 g 1 &

s As

Maddi noktanin hizi, hareketli bir noktanin (cismin) ortalama hizi olarak bilinen ve vor ile

As _ fe+AD)-f(0)

gosterilen su formille tanimlanir: —
At At

As
Diizglin dogrusal harekette A_ orani, yani maddi noktanin ortalama hizi sabittir.
t

Maddi noktanin hareketi diizglin dogrusal degilse, hiz her an degisir. Af zaman artisi yeterince
kiictkse, t anindaki ilgili ortalama hiz, cismin anlik (gercek) hizina yeterince yakin olacaktir, bu
hiza anlik hiz denir.

s = f(t) hareket yasasina gore, t anindaki anlik hiz, At - 0 oldugunda mevcutsa, ortalama
hizin limit degeridir, yani:

: . As
v=Ilmv, =lim—=lim
At—0 A0 Af A0

im LA =S@
At

s = f(t) kanununa gore hareket eden maddi noktanin (cismin) anlik hizinin, f'(¢) fonksiyonunun
t anindaki 7, degiskenine gére turevinin degerine esit oldugunu elde ettik, yaniv = f(¢,) dir.

tanhk hizinv = f'(¢) ile tanimlandigl zaman olsun. Af zaman degisimine karsilik gelen hiz de-
gisimini Av = f'(t+ At)— f'(¢t) olarak tanimlayabiliriz.
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. - . A . . . . L
Fizikten biliyoruz ki, A—Voram, [t,t+At]araI|g|ndak| maddi noktanin ortalama ivmesini verir ve
t

. A ) 't+At)— f(t
1imﬂ,tan|ndakiailegésterilen anlikivmedir,yania =v'= lim =% = lim A )= /'@ = f"(t)
At—0 At A0 A A0 At

dir.

s = f(¢)kanununa goére hareket eden maddi noktanin (cismin) ivmesinin, t anindaki?, degiske-
nine gore f(¢) fonksiyonunun ikinci tirevinin degerine esit oldugunu elde ettik, yania = 1 "(¢,).

Ornek 1. Bir cisim s(1)=¢> —6t> +2 t kanununa gére dogrusal hareket ediyor, burada S
metre ve t saniye cinsinden élciiliiyor. Uglincii saniyenin sonunda ¢ = 3s, cismin hizini ve ivmesini
bulunuz.

Coziim: Problemin kosulundan ¢ = 3s.
Fonksiyonun tirevlerini bulalim ve t degerini yerine koyalim.

Birinci turev v(t):s'(t)=3t2—12t+12'dir ve t degerini yerine koydugumuzda
v(3):s'(3) =27-36+12=3elde ederiz, yaniv=3 m/s.

ikincitUreva(t) = v'(t) = 6t —12'dirvetdegeriniyerine koyduéumuzdaa(?a) = v'(3) =18-12=6
elde ederiz, yania = 6m/ s* dir.

.. 1
Ornek 2. Bir cismin serbest disisiinde katettigi yolun s :Egt2 formilayle bulundugu bilin-

mektedir, burada g =9.81m / s* yergekimi ivmesidir. = 5s suresince serbest dustste cismin hizini
ve ivmesini bulunuz.

Coziim: Fonksiyonun ilk iki tirevi s'= gt ve s" = g'dir.

t=5saninda hizv(5)=s'(5)=g- 5=9.81- 5=49.05m/ s olacaktir, bu da besinci saniyenin
sonunda cismin hizinin 49.05 m/s olacagi anlamina gelir.

¢ =5s aninda ivme a(5) = s"(5) = g =9.81m/ s” olacaktir, bu da serbest diisiiste ivmenin her
zaman sabit oldugu ve 9.81m / s* oldugu anlamina gelir.

Alhstirma Problemleri:

1. Bir cisim s(¢) = 4t —4t* + 5 yasasina gore dogrusal hareket ediyor. Su zamanlarda cismin
hizini ve ivmesini bulun: a) t = 2s b)t=10s
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1
2. Bir cismin serbest duststinde katettigi yolu s =5gl‘2 formdaliyle bulundugu bilinmektedir,

burada g =9.81m/ s* yergekimi ivmesidir. Su zaman degerleri igin, cismin hizini ve ivmesini
bulunuz:

a)t=3s, b)t=1s.
t3
3. Ayni noktadan iki cisim s, = ¢ —2¢> +5ve S, =?—2t+1 kanunlarina gore hareket etmeye

bashyor. iki cismin de ayni hizla hareket edecegi ani bulunuz.
4. Bir maddi nokta s =%t4 —4£ +16¢* kanununa gore, dogrusal harekette bulunuyor.
a) Noktanin herhangi bir t anindaki hizini bulunuz.
b) Noktanin durdugu ani bulunuz.

3 2
5. Bir cismin yol kanunu s :%—7+t denklemiyle verilmistir. Cismin hizinin 5m /s olacagi

ani bulunuz.
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8. TUREVIN UYGULANMASI. FONKSIYONUN DEGiSiMi VE GRAFiGINiN iINCELENMESi

FONKSIYONUN MONOTONLUGUNUN iNCELENMESi

Bir fonksiyonun monotonluk kavrami, yani bir fonksiyonun artmasi ve azalmasiyla ikinci mo-
diler Gnitede tanistik.

Monotonluk tanimini hatirlayalim.

Tanim. Tanim kiimesi Df olan ve tanim kiimesine ait (a,b) araliginda verilen bir f(x)
fonksiyonu igin:

* Herhangix,,x, €(a,b)icin x, < x, oldugunda f(x,) < f(x,)ise, f(x)fonksiyonu (a,b)
araliginda kesin anlamda monoton artandir denir;

* Herhangi x,,x, €(a,b)icin X, <X, oldugunda f(x,)> f(x,) ise, f'(x)fonksiyonu (a,b)
araliginda kesin anlamda monoton azalandir denir.

Simdi bir fonksiyonun tirevi yardimiyla fonksiyonun monotonlugunu nasil inceleyecegimizi
gorecegiz.

y = f(x)ve y = g(x)fonksiyonlari sirasiyla (a,b) ve (c,d) araliklarinda verilmis olsun.

Ay Cizimde, (a,b) araliginda artan bir fonksi-
yonun grafigi olan y = f(x) egrisinin M nok-
tasindaki tegetin, X- ekseninin pozitif kismi
ile dar bir ag1 yaptigini, yani fga > 0 oldugunu
gorlyoruz.

Tegetin egim katsayisi tanimindan, her
x €(a,b)igin,

[
Re — - —
¥~

b

f'(x)=k, =tga >0 gerekir.

Cizimde, (c,d) araliginda azalan bir fonksiyo-
nun grafigi olan y = g(x)egrisinin N noktasindaki
tegetin, X ekseninin pozitif kismi ile genis bir agi
yaptigini, yani tga < 0 oldugunu goriiyoruz.

Tegetin egim katsayisi tanimindan, her x € (c,d)
icin,

g'(x) =k, =tga <0 gerekir.
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Simdi asagidaki tanimi ifade edebiliriz:

Tanim. (a,b) araligindaki her noktada tiirevlenebilir olan y = f(x) fonksiyonu,
* herx e(a,b)icin £*(x)>0ise, (a,b)araliginda kesin anlamda monoton artandir.

* herxe (a,b) icin f’(x) <0ise, (a,b) araliginda kesin anlamda monoton eksilendir.

* egerherx e(a,b)icin f°(x)=0ise, (a,b) araliinda sabittir.

Ornek 1. f(x) = x* —4x +1fonksiyonunun monotonlugunu inceleyiniz.

Coziim: f(x) = x* —4x +1fonksiyonunun tanim kiimesi D, = R'dir. Fonksiyonun tirevini bu-
luyoruz, f'(x)=2x—4.

Fonksiyonun artan oldugu araligi belirlemek igin
f'(x) > O esitsizligini ¢ozliyoruz, 2x — 4 > O elde ede-
riz, buradan x > 2, yani x € (2,400 oldugu sonucu
elde edilir.

4
filr) = 2® —da+1
3

Fonksiyonun azalan oldugu araligi belirlemek igin
f'(x) < O esitsizligini ¢dzliyoruz, yani 2x —4 < 0, bu-
radan x < 2, yani x € (- 2) oldugu sonucu cikar.

Yani, fonksiyon x €(2,+o) i¢in artar ve x € (—x,2)
icin azalr.

Ornek 2. f(x) = x* —6x +9x — 4 fonksiyonunun monotonlugunu inceleyiniz.

Coziim: f(x) = x> —6x” +9x —4 fonksiyonunun tanim kiimesi D, = R'dir. Fonksiyonun tirevi
f'(x)=3x" —12x+9'dur.

Fonksiyonun artan oldugu araligi belirlemek i¢in f'(x) > 0 esitsizligini ¢ézlyoruz, buradan
3x* —12x+9 > 0 oldugu sonucu cikar.

3x* —12x+9 =0 denkleminin ¢éziimleri x, = 1 ve x, = 3'tiir. ikinci dereceden bir terimi carpan-
lara ayirma prosedirind kullanarak 3(x —1)(x —3) > 0 esitsizligini elde ederiz.

x—1ve x—3ifadelerinin isareti:
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x —1> 0 (ifade pozitiftir), x > ligin ve x —1 < 0 (ifade negatiftir), x <1igin.
x—=3>0,x>3icinvex—3<0, x<3igin.

Sonuglari yardimci bir tabloya girebilir ve birinci tiirevin isaretini belirleyebiliriz. ifadenin
pozitif oldugu her araligin sitununa "+" yazariz ve ifadenin negatif oldugu araliklarin sitununa

"-" yazariz.
XX —00 1 3 +00
aralik (—o0,1) (1,3) (3,+x)
x—1 - + +
x=3 - - +
f'(x)=3(x-1)(x-3) + - +
monotonluk / N /

Tablodaki f'(x) tiirevinin isareti, x —1 ve x — 3 carpanlarinin isaretlerinin carpimiyla elde edilir.
3 pozitif sayi oldugu icin, carpimin isaretini degistirmez.
f'(x) isaretine bagli olarak sunu elde ederiz:

egerisaret "+", yani f'(x) > Oise, fonksiyonun arttigi bir aralik elde ederiz, eger isaret "-", yani
f'(x) < 0ise, fonksiyonun azaldig bir aralik elde ederiz.

Tablodan sunu okuyabiliriz:

v = f(x)fonksiyonu (—oo, 1) U(3,4+00) araliginda monoton olarak artar.

vy = f(x)fonksiyonu (1,3) araliginda monoton olarak azalr.

Cizimde, monotonluk araliklariyla birlikte fonksiyon grafiksel olarak temsil edilmistir.

&
@
—

f(z) = 2*—6a>+92—4
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2x
1+x*

Ornek 3. f(x)= fonksiyonunun monotonlugunu inceleyiniz.

Coziim: Fonksiyon cizimde grafiksel olarak gosterilmistir.

by

2

]

o

—

y = f(x) fonksiyonu (—1,1) araliginda monoton artandir.
y = f(x)fonksiyonu (—o,—1) U(1,+) araliginda monoton azalandir.

Alistirma Problemleri:

1. Fonksiyonlarin arttig veya azaldig araliklari bulunuz:
a) f(x)=1-x"
b) /(%) = (x~3)°
c) f(x)=x*-2x
¢) f(x)=—x"+4x-3
2. Fonksiyonlarin arttigi veya azaldigi araliklari bulunuz:
a) f(x)=-x"+3x*+7
b) £(x)=2x"-3x* -36x+2
c) f(x)= x* —8x?
1 1
¢) f(x) =§x3 —Exz ~6x+3

3. Fonksiyonlarin arttigi veya azaldigi araliklari bulunuz:
2

a) f(x)=——
x—1
3x
b =——
@) xr+x+1



5x2 +8x—1
of(x)=—F5—"—
x°+1

¢) f(x)=InV1+x2
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4. erilen fonksiyonlarin grafiklerini inceleyerek, monotonluk araliklarini grafikten belirtiniz:

a) f(x):§x3—x+1

b) f(x)=-3x" +15x" —=25x +15x% -2

by Ay
31 2
, |
|
f(;l‘) — I{ r+1-, 1 I
3 I
| |
! 1 ; é ; ;
| -2 g 3 4
|
. o $ -
-3 2 1 0 1
_17
flx) 25 z° |- 15 z? -
_27
f
2x* —2x+2
c) f(x)= 5 c) f(x)=xe*
+1
A
3
]
: 2
1
]
: flz) =€ !
] |
1 | z__
B R $ - f - o 1 2
f(x) s ;2'1. b2, -1
r- + 1
2 —2
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FONKSIYONUN EKSTREMUM DEGERLERiINiIN iNCELENMESi

(a,b) araliginda tanimh olan y = f(x) fonksiyonu verilmis olsun. Fonksiyonun monotonlugu-

nun degistigi, fonksiyon grafiginin noktalarina fonksiyonun ekstremum degerleri veya ekstrem-
leri denir.

Bu noktalarin komsulugunda, fonksiyonun degerleri yerel olarak en biylk (en kiiclik) degere
ulasir.

Tanim. x = x, ve x,, € (a,b) noktasinda y:f(x) fonksiyonu, f(xo)'a esit yerel bir ekstremi
varsa, x, noktasinin (x, —9,x,+0) 6 komsulugu vardir, dyle ki bu komsuluktaki her x igin
sunlar gecerlidir:

f(%)= f(x)ise (x> (x,)) noktasinda yerel bir maksimum vardr.

(%)< f(x)ise (xo,f(xo)) noktasinda yerel bir minimum vardir.

Cizimde fonksiyon grafiklerinin ekstrem noktalari gésterilmektedir.

by 4

/

Bu ekstrem yerel niteliktedir, ¢linkl fonksiyon tiim tanim kiimesinde en bulylik ve en kiiguk

degerlerine ulasmaz. Bunlar, fonksiyonun degisimine ait arttigidan azaldigina ve tersine degistigi
noktalardir.

Asagidaki 6rneklerde, fonksiyonun x, noktasinin komsulugunda ve ekstremum degerine sahip
olacagimiz x, noktasindaki turevinin 6zelligini inceleyecegiz.

Ornek 1. f(x) = —x* +4x fonksiyonunun ekstremum degerlerini bulunuz.

Cozum: Fonksiyonun tirevini bulalim, f'(x) =-2x+4.
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f'(x)>0ise, —2x+4 >0, yani x < 2. Buradan x € (—q2) igin fonksiyonun arttigi sonucuna
varilir. f'(x) <0ise, —2x+4 <0, yani x > 2. Buradan x € (2,4) i¢in fonksiyonun azaldigi sonucu
elde edilir. x =2i¢in f'(2)=0.

Yani, degisken x, = 2 noktasini gectiginde,
birinci tlirev isaretini pozitiften negatife de-
gistirir, bu nedenle fonksiyonun x, = 2'de bir

‘4”1 ar

maksimumu vardir, bu da 3 E
|
ymaxzf(2)=_22+4' 2=4/yani 2 :
|
A =(2,4) noktasinda fonksiyonun maksi- 1 :
mumu vardir 4_ . — —— —
Ornek 2. f(x) = x? - 4x + 3 fonksiyonunun ff(x) = —a*+4z
ekstremum degerlerini bulunuz. 5

Coziim: Fonksiyonun tirevini bulalim, f(x) = x* —4x+3.
f'(x)>0ise,2x—4 >0, yanix > 2. Buradan x € (2,+x)igin fonksiyonun artti§i sonucuna varilr.

f'(x)<0ise, 2x—4 <0, yani x < 2. Buradan x € (-, 2) igin fonksiyonun azaldigi sonucuna
varilr.

x=2icin f(2)=0,

Yani, degisken x, =2 noktasindan gecti-
ginde, birinci tirev isaretini negatiften pozi-
tife degistirir, bu nedenle fonksiyonun x, =2
‘de bir minimumu vardir, bu da

Voo =f(2)=2"-4- 2+3=—1,yani

B =(2,-1) noktasinda fonksiyonun mini-

mumu B_, noktasidir. 20 \i/a 2
e — ==

Bmf'i:

Not: y = f(x) fonksiyonu x, noktasinda bir ekstremum degeri varsa, o zaman ya f'(x,)=0vya
da mevcut degildir.

Ornek 3. f(x) = |x|+1fonksiyonunun ekstremumunu bulunuz.
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Coziim: Fonksiyonun grafigi sagda gos-
terilmistir.

Fonksiyon (-0, 0) araliginda azalir ve (0, +o0)
araliginda artar. x = Qicin fonksiyonun dege-
ri £(0)=1. Fonksiyonun 4 = (0,1)noktasinda
bir minimumu vardir.

Ancak fonksiyon x =0 noktasinda tirevle-
nebilir degildir, ¢linki soldan f'(0) =—1ve
sagdan £'(0) =1'dir.

Not: Devaminda, fonksiyonun ekstremum degerine sahip oldugu noktada tiirevlenebilir ol-
dugu ornekleri inceleyecegiz.

Onceki 6rneklere dayanarak, y = f(x) fonksiyonunun ekstremlerini belirledigimiz bir prosedr
tanimlayabiliriz.

vy = f(x) fonksiyonunun ekstremum noktalarini belirleme kurah.

1. Birinci tirev f'(x) belirlenir, f'(x) =0 denklemi ¢dziiliir ve x = x, ¢éziimleri bulunur,
egervarsai=1,2,3,... icin, (xi,f(xi)) noktalari belirlenir, bunlar duragan noktalardir
ve olasi ekstremum noktalaridir.

2. X =X; noktasinin komsulugunda f'(x)’in isareti incelenir ve:

- Eger f'(x)in isareti f'(x) <(0dan (negatiften) f'(x) > 0’'a (pozitife) degisirse, f(x)
fonksiyonunun (xl.,f(xl.)) noktasinda bir minimumu vardir.

- Eger f'(x)in isareti f'(x)>0'dan (pozitiften) f'(x) < 0’a (negatife) degisirse, f(x)
fonksiyonunun (xi,f(xi)) noktasinda bir maksimumu vardir.

- Eger /(xYin isareti degismezse, f (x)fonksiyonunun (X,-,f(xl-)) noktasinda bir eks-
tremumu yoktur.

Ornek 4. f(x) = x* —2x -3 fonksiyonunun ekstremum degerlerini bulunuz.

Coziim: f(x)=x" —2x -3 fonksiyonunun birinci tiirevi J'(x) =2x-2dir. Daha sonra, birinci
turevi sifira esitleriz 2x — 2 = 0 ve duragan noktanin apsisini buluruz 2x =2, yani x = 1.
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Duragan noktanin ordinatini buluyoruz: by
f(l):]z -2:1-3=-4 flz) + a*—2x—3

O halde, nokta 4(1,—4)'tur.

A noktasinda fonksiyonun bir ekstremumu olup olmadi- -
gini belirlemek igin, birinci tlrevin (—og 1) ve (1, +o0) aralik- 2
larindaki isaretini inceliyoruz.

x € (= 1) igin birinci ttrev f'(x) < 0’dir, dolayisiyla fonk- »

. A=(1,-4)
siyon azalir.

x € (1,+0) icin birinci tlrev f'(x) > 0’dir, dolayisiyla fonk-
siyon artar.

Dolayisiyla 4 (1,— 4) noktasinda f'(x) = x> — 2x — 3 fonksiyonunun bir minimumu vardir.
Ornek 5. f(x) =1—i/x_2fonksiyonunun ekstremum noktasini bulunuz.

2
Coziim: f(x) =1—{/x72fonksiyonunun birinci tiirevini buluyoruz, bu da f'(x) = —?'dir. Bi-
X
rinci tirevi sifira esitliyoruz —i = (), yani—2 = 0 denkleminin ¢6zimi yoktur. Ancak birinci tiirev

33x

x = 0igin mevcut degildir ve fonksiyonun degeri £(0) =1-:/0> =1dir. 4(0,1) noktasini elde ettik.

A noktasinda fonksiyonun bir ekstremumu olup ‘y
olmadigini belirlemek igin, birinci tiirevin (—oc 0) 5 ]

ve (0,+o00) araliklarindaki isaretini inceliyoruz.

x €(—o0,0) igin birinci tiirev £'(x) > 0’dir, yani 1A o

fonksiyon artar.

— — &
x €(0,+00) igin birinci tiirev f'(x) < 0’ dir, yani 3 2710 ! 29
fonksiyon azalir. 1A

Dolayisiyla A4(0,1) noktasinda f(x):l—{/;2 fl) = 1-a
fonksiyonunun bir maksimumu vardir. -2

Not: Ornek 3 ve 6rnek 5’ teki fonksiyonlari, ekstremum degerine sahip oldugu noktada ti-
revlenebilir degildir.

y= f(x) fonksiyonu x, noktasinda iki kez tiirevlenebilirse, ekstremum degerlerini belirleme
kurali ikinci tirev kullanilarak da gerceklestirilebilir.
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y= f(x)fonksiyonunun X, noktasinda birinci ve ikinci tiirevi olsun. Birinci tiirev f"'(x)'in isare-
tiyle, fonksiyonun x, noktasinin komsulugunda artan ya da azalan olup olmadigini belirleyebiliriz.
Benzer sekilde, ikinci tlrev f"(xYin isaretiyle, f"'(x)in x, noktasinin komsulugunda arttigini ya
da azalmadigini belirleyebiliriz.

X, noktasinda fonksiyonun maksimumu olsun. Bu, fonksiyonun birinci tiirevinin x, noktasinin
solunda pozitif (¢iinkli fonksiyon artiyor), x, noktasinda O ve saginda negatif (¢ctinkli fonksiyon
azaliyor) oldugu anlamina gelir, dolayisiyla birinci tirev azaliyor. Monotonluk tanimindan, f£'(x)'in
tirevi olan f"(x)'in x, noktasinin komsulugunda negatif, yani f"(x) < 0 oldugu sonucuna varilir.

Benzer sekilde, X, noktasinda fonksiyonun minimumu olsun. Bu, fonksiyonun birinci tlirevinin
X, noktasinin solunda negatif (¢linku fonksiyon azaliyor), x, noktasinda 0 ve saginda pozitif (¢linkl
fonksiyon artiyor) oldugu anlamina gelir, dolayisiyla birinci tlirev artiyor. Monotonluk tanimindan,
J'(x)in turevi olan f"(x)'in x, noktasinin komsulugunda pozitif, yani f"(x) > 0 oldugu sonucu
elde edilir.

Bu mantig kullanarak, bir fonksiyonun ekstremum degerlerini belirtmek icin baska bir kural
yazabiliriz.

y= f(x) fonksiyonunun ekstremumlarini belirlemek igin ikinci yol.

1) Birinci tlirev f’(x) bulunur, f’(x) =0 denklemi ¢oziilir ve x = x, ¢6ziimleri bulunur, eger
varsai=1,2,3,...igin, (xl.,f(xl.)) noktalari belirlenir, bunlar duragan noktalardir ve olasi eks-
tremum noktalaridir.

2) ikinci tiirev £ (x) bulunur ve £ (x,) hesaplanir.
Eger /™ (x,)<Oise, f (x)fonksiyonunun (xi,f(xi))noktasmda yerel bir maksimumu vardir.
Eger f7(x,)> Oise, f (x)fonksiyonunun x,, f(x;) Jnoktasinda yerel bir minimumu vardr.
Eger /™ (x,) = 0ise, ekstremum belirlenemez.

Ornek 6. f(x)=x> —2x -3 fonksiyonunun ekstremum noktalarini bulunuz. (Fonksiyon 4.
ornektekiyle aynidir, ancak simdi ikinci kurala gére ¢ozecegiz).

Coziim: f(x) = x> —2x—3 fonksiyonunun birinci tiirevini buluyoruz, bu da f’(x) = 2x — 2'dir.

Birinci tlrevi sifira esitliyoruz 2x —2 = 0 ve duragan noktanin apsisini buluyoruz 2x = 2, yani
x =1elde edilir.
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Duragan noktanin ordinatini buluyoruz by
f()=12-2-1-3=—4. 2]
(@) + 22 -2z -3
Nokta A(1,—4)'tur. 11
f"(x) =2 fonksiyonunun ikinci tiirevini bulu- - ; 'S
yoruz.
x =1'de ikinci tlirevin isaretini inceliyoruz,
f'1)=2>0,
Dolayisiyla S (x)fon ksiyonunun A(1,—4) nokta-
sinda bir minimumu vardir.
incelenen fonksiyonun grafigi cizimde gosteril- 5
mistir.
2
Ornek 7. f(x) = al fonksiyonunun ekstremum noktalarini bulunuz.
2
Cozim: f(x) = X =3 fonksiyonunun birinci tlrevini buluyoruz, bu da
(35D ~(-2)x-2y z
()= X X X X :2x(x—2)—(x -3)- 1:
(x-2) (x—2)’
B 2x" —4x—x"+3 B x*—4x+3
(x-2)* (x-2)*
Birinci tlirevi sifira esitliyoruz ve duragan nok-
talarin apsislerini buluyoruz: f'(x)=0, yani
2
X —4xj:3 _0. g‘y
(x=2)
6 4
Bir kesrin degeri 0’a esit olmak icin sadece A=(.6)
payi 0 olmalidir, yani 4
> B=(1,2)
x —4x+3=0. 21
Denklemin ¢éziimleri X1 =3 ve X, = I'dir. / X
4 4200 2 4 6 8
Duragan noktalarin ordinatlarini buluyoruz ] 2 _ 4
B 6 B ~ -2 B f(r) _ €I =
f(3)—1—6vef(1)—_1_2. N 9
Duragan noktalar 4(3,6) ve B(1,2) oldugunu 5

buluyoruz.
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Fonksiyonun ikinci tlrevini buluyoruz,

(x2 —4x+3)'(x—2)2 —(x2 —4x+3)((x—2)2)
(x-2)

Qx—4)(x-2y —(x2 —4x+3)-2(x—2) ) (x—2)((2x—4)(x—2)—2(x2 —4x+3))

B (x-2)* - (x-2)°

f'x) =

(x—2)(2x" —4x—4x+8-2x" +8x—6) 2
B (x-2)* C(x-2)

Bu noktalardaki ikinci tlirevin isaretini inceliyoruz:

A(3,6) noktasinda, / "(3) = G 22)3 =2>0,
2

1-2)

ve B(1,2) noktasinda, f"(1) = -2 <0.

Dolayisiyla 4(3,6) noktasinda f'(x) fonksiyonunun bir minimumu vardir ve B (1,2) noktasinda
f(x) fonksiyonunun bir maksimumu vardir. Ekstremum noktalari yukaridaki ¢izimde grafiksel
olarak gosterilmistir.

Alistirma Problemleri:

1. Fonksiyonlarin ekstremum noktalarini ilk yéntemle bulunuz:

x> -7 _ l
a) f(¥)=——; b) /()= x+—
) f(x)=x"—x"—x-1 c)f(x)zlnx+lv
x
d)f(x):x—Z e)f(x)zlx3—x2—3x
X 3

2. Fonksiyonlarin ekstremum noktalarini ikinci yontemle bulunuz:

a)f(x)ZS—xz b)f(x):x2+xl—2

x+3




o) f(x)=1+x+x>—x

d) f(x)=4-9x+6x" —x’

2

3. f(x):34—10x+x
2x-10

fonksiyonunun yerel ekstremum
noktalarint bulunuz ve grafige
gore (ikinci tdrevi bulmadan) ne
olduklarini (yani, maks. yoksa
min.) belirleyiniz. Yerel ekstre-
mum noktalari grafikte isaretle-
yiniz.

x*+3x-3

4. f(x)= 7 3r13
fonksiyonunun yerel ekstremum
noktalarini bulunuz ve grafige
gore (ikinci tirevi bulmadan) ne
olduklarini (yani, maks. yoksa
min.) belirleyiniz. Yerel ekstre-
mum noktalari grafikte isaretle-
yiniz.
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1+Inx

¢) f(x)= .
e) f(x)=x"-3x*-9x

8
6
4
2
-8 -6/ -4 -210 2 4 6 8 1101 12
=2

[

gl gl gl >a 1/l 5| 4| 8
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FONKSIYONUN KONVEKSLIGiNi VE KONKAVLIGINI iNCELENME. FONKSiYONUN DONUM
NOKTALARI

Daha 6nce, bir fonksiyonun monotonlugunun, birinci tiirevinin isaretiyle belirlenebilecegini
belirledik. ikinci tiirev, yani isareti, ayni zamanda fonksiyon grafiginin bir geometrik 6zelligiyle,
yani fonksiyonun egriligi (disbikeylik/igblkeylik) ile de iliskilidir.

Tanim.

e Y= f(X) fonksiyonu, (a,b) araliginda, her x, € (a,b) noktasi igin, o araliktaki egrinin bir
kismi, M (xo,f(xo)) noktasinda cizilen tegetin lzerindeyse, egri o bélgede konkav (icblkey) dir.

o y= f(x) fonksiyonu, (a,b) araliginda, her x, € (a,b) noktasi igin, o araliktaki egrinin bir
kismi, M, (xo,f(xo)) noktasinda cizilen tegetin altindaysa, egri o bélgede konveks (disbiikey)
dir.

Bir fonksiyonun konveksligini ve konkavhgini tirev yardimiyla nasil belirleriz? Verilen bir
y = f(x) fonksiyonunun konvekslik ve konkavlik araliklarini belirlemek igin fonksiyonun ikinci
tlrevini kullanabiliriz.

f(x)=x"—6x" +9x—1egrisini inceleyelim.

Ogrenciler appleti kullanabilir ve T noktasini hareket ettirebilir. Tegetin egriye gére konumunu
gozlemleyelim. Ne sonug ¢ikarilabilir?

Cebirsel pencere || » Appletresmi X
f(x) = x> — 6 x% 4 by

A=(2,1) 3{ T

A =(2,0)

g=1 2

T = (0.64, 2.57) A=(2,1

t:y=253x+0.95

‘5-<

@)= a*-62°+9z—1

https://www.geogebra.org/m/dgzmzus4

Fonksiyonun birinci ve ikinci tirevleri £'(x) =3x? —12x+9ve f "(x) = 6x —12'dir. ikinci tiirevi
0’a esitlersek, f"(x) =0; 6x—12 =0 denklemini elde ederiz. Denklemin ¢6zim x = 2'dir.
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Tanim kiimesinden ikinci tirevin duragan noktasini ¢ikariyoruz ve iki araliga bollyoruz (—oq 2)
ve (2, +x).

Eger (- 2) araligindan x; <x, olacak sekilde iki deger alirsak, birinci tirevin degeri
f'(x,) > f'(x,)olur, yani birinci tiirevin degeri azalir ve bu nedenle f"(x) < 0 olur. Ayni sekilde, bu
araliktaki fonksiyonun tegetine bakarsak, fonksiyonun grafigi tim aralikta tegetin altinda yer alir.

Diger yandan, x € (—,2) igin ikinci turevin degeri f "(x) < 0'dr.
vy = f(x) fonksiyonunun (=0 2) araliginda konveks (disbiikey) oldugu sonucu elde edilir.

Benzer sekilde, x; < x, olacak sekilde (2,+00) araligindan iki deger alirsak, birinci tirevin degeri
S '(x)) < f'(x,) olur, yani birinci tiirevin degeri artar ve bu nedenle f "(x) > 0 olur. Ayni sekilde,
bu araliktaki fonksiyonun tegetine bakarsak, fonksiyonun grafigi tim aralikta tegetin lzerinde
yer alir.

Diger yandan, x € (2,+0) icin ikinci turevin degeri f "(x) > 0'dr.
v = f(x)fonksiyonunun (2, +o0) araliginda konkav (igblkey) oldugu sonucu gikar.

ikinci tiirevin 0'a esit oldugu ve sol ve sag araliklarda ikinci tiirevin isaretinin farkli oldugu
noktaya ne denir?

Tanim. Egriligini disblkeyden icblkeye veya tersine degistiren egrinin araligini bélen egri noktalarina
egrinin dénim noktasi denir.

Do6niim noktasini ve digsblkeylik ve icblkeylik araliklarini belirleme kural.

1) f"(x) hesaplanarak ve f"(x)=0 denklemi ¢ozllerek olasi donim noktalari olan
(x,, f(x,)) noktalari belirlenir, i =1,2,3,... igin.

2) f"(X)=0 denkleminin bulunan kokleri (¢ozlimleri) bliytklik sirasina gére siralanir ve
denklemin bulunan kokleri arasindaki her aralikta f"(X)’in isareti belirlenir. Sunlar ge-
cerlidir:

f"(x) < 0 araliginda fonksiyon disbikeydir (konveks),
- f"(x) > ( araliginda fonksiyon icbuikeydir (konkavdir),

- Eéerf"(X) bulunan koklerden birinden gecerken isaret degistirirse, o zaman o deger
donim noktasinin apsisidir.

Ornek 1. f(x)=—2x’ +9x* —4x — 5 fonksiyonunun konvekslik ve konkavlik araliklarini ve dé-
niim noktalarini bulunuz.

Coziim: Fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevleri f'(x) = —6x> +18x—4ve f "(x) = —12x+18'dir.

3
f"(x) =0 denklemi, yani —12x +18 = 0, x =— ¢dziimune sahiptir ve ikinci tiirev her reel sayi
icin tanimlidir. 2
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Bu nedenle, reel sayi kiimesi iki araliga ayrilir [—OQ%J ve [iﬁoo].

X e ( _OO’EJ i¢in ikinci turevin degeri f"(x) > 0'dir. y = f(x) fonksiyonunun [_OO’EJ araliginda
konkav (i¢cblikey) oldugu sonucu elde edilir.

X € [%’JFOOJ icin ikinci tirevin degeri / "(*) <0'dir. Fonksiyonun L%’JFOO] araliginda konveks
(disbikey) oldugu sonucu elde edilir.

x:% apsisli noktanin solunda ve saginda farkli isaret oldugu igin, AL%,]{%}J noktasi

verilen fonksiyonun déniim noktasidir.

3 2

35

x:éigin,f 3 =-2- 3 +9. 3 —4-3—5=2elde ederiz, yani A| —,— | noktasi fonksi-
2 2 2 2 2 2 22

yonun dénidm noktasidir.

Fonksiyon cizimde grafiksel olarak gosterilmistir.

151\5,

fa)\= 422 + 92 -4 -5

104

5 K
-5

1. f(x)=x"(1-x) fonksiyonunun konvekslik ve konkavlik araliklarini ve déniim noktalarini bu-
lunuz.

Alistirma Problemleri:

2. f(x)= x—2—i1 fonksiyonunun konvekslik ve konkavlik araliklarini ve déniim noktalarin
bulunuz.

3. y=x+ax’ +1 egrisinin P(1,¥) dénim noktasina sahip olmasi icin a parametresini belirtiniz.

+1 o L . o
4. y= xz fonksiyonunun ayni dogru lizerinde bulunan li¢ doniim noktasina sahip oldugunu

x +1
kanitlayiniz.
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FONKSIYONUN DEGiSiMiNiN iNCELENMESi VE GRAFIGININ Cizimi

Simdiye kadar, verilen bir fonksiyonun birinci ve ikinci tlirevlerinin yardimiyla monotonluk,
ekstremum deger, egrilik ve doniim noktalari gibi bazi 6zelliklerinin nasil incelendigini gordik.
Bir fonksiyonun asimptotlari ve siirekliligi, fonksiyonun limit degeri ile incelenir. Bir fonksiyonun
ciftlik, teklik, periyodiklik, koordinat eksenleriyle kesisimleri gibi diger 6zelliklerinin incelenme-
siyle, fonksiyonun grafigini ¢cizebilmemiz icin yeterli nokta elde edilir.

f(x) fonksiyonunun grafigini ¢izmek igin sunlari belirtmemiz gerekir:

1) Fonksiyonun tanim kiimesini;

2) Fonksiyonun giftligi, tekligi, periyodikligi;

3) Fonksiyon grafiginin koordinat eksenleriyle kesisim noktalarini (sifirlari ve y ekseniyle kesi-
simi);

4) Fonksiyonun asimptotlarini;

5) Fonksiyonun ekstremum degerleri, degisimi ve monotonluk araliklarini;

6) Dénim noktalarini ve egrilik araliklarini;

7) Fonksiyonun grafiginin gizimi.

Elde edilen verilere dayanarak, fonksiyonun grafigi cizilir. Analitik inceleme ile elde edilen tim

verilerin kademeli olarak koordinat sistemine girilmesi, degisimin gdzlemlenmesi ve fonksiyonun
grafiginin gizilmesi dnerilir.

Ornek 1. y = x* —3x + 2 fonksiyonunun degisimini inceleyiniz ve grafigini giziniz.
Coziim: Fonksiyonun degisiminii verilen siraya gore inceliyoruz.

1) Fonksiyon polinom oldugu icin, fonksiyonun tanim kiimesi reel sayilar kiimesidir, yani
D, =R
f .

2) Cift ve tek olma durumu. Tanim kiimesi simetrik bir kimedir. Bu nedenle,
f(=x)=(=x)’ =3(=x)+2=—x" +3x+2 = —(x’ =3x—2) elde edilir.
Fonksiyonun ne ¢ift ne de tek oldugu sonucuna variriz.

Fonksiyon periyodik degildir. Periyodiklik en sik trigonometrik fonksiyonlarda goérulir, bu ne-
denle her problemde incelemeyecegiz.

3. Fonksiyon grafiginin koordinat eksenleriyle kesisim noktalari. Fonksiyonun sifirlari.

Fonksiyonu sifira esitliyoruz, yani x* —3x +2 = 0. Deneyerek x = 1'in1> —=3-1+2 = 0 denklemi-
nin koki oldugunu belirleyebiliriz. x = 1 bu denklemin kékl oldugu igin,
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Diger kokleri belirlemek icin polinomu x —1ile bolecegiz ve bir derece daha distk bir bolim
polinomu ve 0 kalani elde edecegiz, yani:

(X =3x+2):(x=1)=x>+x-2

X' Fx’
x*—3x+2
-x*Fx
—-2x+2
F2x42
0

x> +x-2=0 denkleminden diger sifirlari da buluyoruz. ikinci dereceden denklemi

1+ +4.2 ~1+3 ~1-

X, = — formuline gore ¢ozerek x, = — =lvex, = — = -2 ederiz.

x = 1iki katli kéktur, yani fonksiyon X -eksenine tegettir ve 4(1,0) noktasidir.
x = —2 tek koktir, yani fonksiyon B(-2, 0) noktasindan gecer.
y- ekseniyle kesisim noktasi.

Fonksiyonda x = 0 yerine koyarsak y = £(0) =0’ —3-0+2 = 2 elde ederiz. Fonksiyonun y- ek-
seniyle kesisim noktasi C(0, 2) noktasidir.

4) Fonksiyonun asimptotlari

Yatay asimptotu yoktur, ¢clinki

3 2 2
lim (¥’ =3x+2) = lim x3[x—3—3—’3‘+—3] = lim x3£1—i+—J =+

X X X

Dikey asimptotu yoktur, ¢linkl tanim kiimesi D, = R 'dir ve kritik bir degeri yoktur.

0 x 3x 2
f(x) X —=3x+2 ¥ ?_?-l—?
lim = lim = lim

x—xtoo X x—xt oo X x—xtoo X x—xtoo

Egik asimptotu yoktur, ¢clinki

Not: Polinom fonksiyonunun asimptotu yoktur.

5) Ekstremum degerler, cesiti ve monotonluk araliklari.
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Fonksiyonun tiirevi y'= f'(x) = 3x* —3 ise, 0’a esitlersek, 3x* —3 = 0 denklemini, yani x* = I'i
elde ederiz. Denklemin ¢éztimleri x, =1ve x, = —T1dir.

x, =lise, y(1)=1" =3+ 1+2=-2+2=0olur. Dolayisiyla E, (1,0) elde ederiz.
x, =—lise, y(=1)=(=1)’ =3(=1)+2 =—1+3+2 =4 olur. Dolayisiyla E,(—1,4) elde ederiz.
E, (1,0) ve E,(—1,4) noktalari fonksiyonun olasi ekstremum noktalaridir.

Fonksiyonun birinci tiirevinin isaretini, (—oq —1), (—1,1) ve (1,+o0) araliklarindan rastgele bir
degerin isaretini hesaplayarak monotonluk araliklarini ve ekstremum noktalarini belirtebiliriz.

X —0 -1 1 400
aralik (—o0,—1) (-L1) (1, +00)
f(x)=3x"-3 f'(-2)=9>0 f'(0)=-3<0 | f'(2)=9>0
monotonlugu / N\ A
S(X) 'in degeri 4 0
noktalar E, E,

E, (1,0) = 4 noktasinda fonksiyonun minimumu, E, (—1,4) noktasinda fonksiyonun maksimu-
mu oldugu sonucuna variriz.

Monotonluk araliklari sunlardir:

x € (=0, —1)U(l,+o0) araliginda f(x) monoton artandir,

x € (=11)araliginda f(x) monoton azalandir.

6) Donlim noktalari ve egrilik araliklari.

y=x =3x+2 fonksiyonu igin birinci tirev y = 3x* —3 ve ikinci tiirev y" = 6x'tir.

Egrilik araliklarini belirlemek igin ikinci turevi 0'a esitliyoruz, y" =0, o halde 6x = 0 denklemini
elde ederiz, oradan da x = 0 elde edilir.

x=0ise, y(0)=0’-3-0+2 =2 olur. Dolayisiyla P(0,2) elde ederiz.
P(0,2) noktasi fonksiyonun olasi déniim noktasidir.

Egrilik araliklarini, (—og 0) ve (0, +00) araliklarindan rastgele bir degerin isaretini hesaplayarak
fonksiyonun ikinci tirevinin isaretini hesaplayarak belirleyebiliriz.
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X —00 0 +00
aralik (—0,0) (0,+)

£"(x)=6x f'D)=-6<0 f'"1)=6>0

egriligi N U
S(X)'in degeri 2
noktalar P

x € (-0, 0)igin, f(x) konvekstir (disbtikeydir),
x €(0,+0) igin, f(x) konkavdir (igblkeydir).
P (0,2) = C noktasinda, ikinci tlirevin isareti degistigi icin fonksiyonun déniim noktasi vardir.

7. y =x’ —3x+2 fonksiyonunun grafigi séyledir:

Sy

f(z) = 2*|-32+42

Not: Fonksiyonlari daha kolay ¢izmek icin, inceleme tamamlandiktan sonra grafigi GeoGeb-
ra’da cizmek 6nerilir. Bu sekilde 6grenciler elde edilen ¢6ziimi bagimsiz olarak kontrol edebilirler.

Ornek 2. f(x) =3x" - 6x fonksiyonunun degisimini inceleyelim ve grafigini gizelim.
Cozim:

Fonksiyonun grafigini GeoGebra'da fonksiyonu girerek ¢iziyoruz; fonksiyonu giris




FONKSIYONUN TUREVI 4

alaninda yazip, asagidaki komutlarla fonksiyonun ilgili degerlerini belirliyoruz:
Fonksiyonun ekstremumu icin komut: Ekstrem (f)
Fonksiyonun déniim noktasi icin komut: DonumNoktasi (f)
Fonksiyonun y ekseni ile kesisim noktasi icin komut: Kesisim (£,x=0)
Fonksiyonun x ekseni ile kesisim noktasi icin komut: Kesisim (f,=0)
Fonksiyonun asimptotlari icin komut: Asimptot (f).
GeoGebra’daki “Cebirsel Pencere”de elde edilen tim noktalarin koordinatlari yazilidir.

f(x) =3x—6x%° 4“;/

B = (1.1, -3.15) A

A=(-1.1,3.15) 3

E =(0.77, -1.95) c

D=(0,0) 2

C =(-0.77, 1.95)

F=(1.41,0) 1
@ @ -1.41, 0) G D F X
oo 4 -3 -2 [-1 0 1 2 3
: -1

E

et -2
® S

https://www.geogebra.org/m/d6p3weqy

2

X

Ornek 3. y= fonksiyonunun akisini inceleyiniz ve grafigini ciziniz.

x—1
Coziim: Fonksiyonun degisimini verilen semaya gore inceliyoruz.

1) Tanim kimesi.

Fonksiyon rasyonel bir kesir oldugu icin, tanim kiimesini belirlemek i¢in x —1=0 denklemi-
ni, yani x =1'i ¢gdzmemiz ve ¢6zimu reel sayilar kiimesinden ¢ikarmamiz gerekir. Dolayisiyla
D, =R\{l}yani D, = ¢ o0,1) U(l,+0)

2) Cift ve tek olma durumu.

Tanim kiimesi D, simetrik degildir, /(—x)'i incelemeye gerek yoktur. Fonksiyonun ne cift ne
de tek oldugu sonucuna variriz.

3) Fonksiyon grafiginin koordinat eksenleriyle kesisim noktalari. x ekseni ile kesisim noktasi
2

f(x)=0ise elde edilir, yani x_1: 0 denklemi ¢ozulir.
x_

Kesir, payda 0'a esitse 0'a esit olur, yani x* = 0. Denklemin ¢éziimii x = 0 dir.
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Dolayisiyla, 4(0,0) iki kat koktur.

2

y ekseniyle kesisim noktasi x = Oi¢in elde edilir. /(0)= 00

=0 elde ederiz. Nokta, X ekseniyle
kesisim noktasiyla cakisir, yani 4(0,0) noktasidir. -1
4) Fonksiyonun asimptotlari.

a) Fonksiyonun x =1icin dikey asimptotu olabilir, ¢clinki tanim kiimesi D, =R\ {1}dir,
yani kritik deger x = 1'dir.

x = 1 i¢in sol ve sag limit degerlerini belirtelim.

h>0 ve h—0 igin x=1-h degisimini yaparsak sol limit degerini buluruz, yani
.oxt . (=h)? . 1=-2h+hK
lim =lim =lim =
T x—1 H0l—h—1 Hr>0 —h

h>0ve h—0 igin x=1+h degisimini yaparsak sag limit degerini buluruz, yani
ox> . (+h)? . 1=2h+ R

lim =lim =lim = +00

-t x—=1 0 14+h—=1 o0

Dikey asimptotun x = 1dogrusu oldugunu elde ederiz, burada grafik sagdan asimptotun
Ust tarafina ve soldan asimptotun alt tarafina yaklasir.

b) Yatay asimptot.
2 X

lim —— = lim ™~ = lim —— = %o,
x—rioox_l x—xtoo X 1 x—>too l
x| ——— l——
Fonksiyonun yatay asimptotu yoktur.
c) Egik asimptot y = kx + n dogrusudur.
x2
- . 2 2
k= 1tim 2% pim 2=l i i fim— =
Xty xo0  y x—)oox(x_l) X—®0 2[ IJ X—0 1
X 1——2 1——2
X X
2 2 2
= lim (f(x) k) = lim| 21 x| =lim| Z—X | — fim—*—~ = lim——=1
x>t o xool y—1] X—>0 x—1 X—>0 1 X—>0 1
x| 1—— l-—
X X

Fonksiyonun egik asimptotu y = x + 1 dogrusudur.

Fonksiyonun grafiginin egik asimptota gore nasil davrandigini belirleyelim. Farki hesapliyoruz:
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2

X X-(x+Dx=1) x*=x*+1 1
)=y = ey = X EDEED -
xX— x—1 x—1 x—1

Bu farkin, x'e gore isaretini belirliyoruz.

x >1igin, Ll > 0 oldugundan, egri x > 1 icin asimptotun lzerindedir ve x <1 igin, L< 0
x_

x_
oldugundan, egri x <1oldugunda asimptotun altindadir.
5) Ekstremum degerler, ¢esitil ve monotonluk araliklari.
2 ’ 2 2
2x(x—=1)— -2
y'= al = X(x )2 r 2 )zc fonksiyonun tiirevini, 0'a esitlersek, x? —2x =0denk-
x—1 (x=1) (x=1)

lemini, yani x(x —2) = 0"l elde ederiz. Denklemin ¢oziimleri x, = 0 ve x, = 2'dir.

2
x, =0ise, y(0)= 00 " :% = 0'dir. Dolayisiyla E, (0,0) elde ederiz.
. 22 4 .
x,=2ise, y(2)= AR 4'tlr. Dolayisiyla E,(2,4) elde ederiz.

E, (0,0) ve E,(2,4) noktalari fonksiyonun olasi ekstremum noktalaridir.

(=5,0), (0,1), (1,2) ve (2, +o0) araliklarindan rastgele bir degerin isaretini yerine koyarak fonk-
siyonun birinci turevinin isaretini hesaplariz. Birinci tiirev x =1 noktasinda tanimsiz oldugundan,

araliklari bolen nokta olarak 1 noktasi da alinir. Tablodan monotonluk araliklarini ve ekstremum
noktalari belirleyebiliriz.

X —0 0 1 2 +00
aralik (—0,0) (0,1 (1,2) (2,40)
f'(x)=?x:12)f f'(—l):%>0 fL%J —3<0 f[%} =-3<0 f'(3):%>0
monotonlugu W N N A
S (x)'in degeri 0 / 4
noktalar E, / E,

E, (0,0)= 4 noktasinda fonksiyonun maksimumu ve E,(2,4) noktasinda fonksiyonun mini-
mumu oldugu sonucuna variriz.

Monotonluk araliklari sunlardir:
x € (—=0,0) U (2,+0)i¢in f(x) monoton artandir,
x €(0,1)U(1,2)icin f(x) monoton azalandir.

6) Donlim noktalari ve egrilik araliklari.
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2 2 _
y= il fonksiyonu igin birinci tiirev y' = al 2)26 ve ikinci tlrev sudur:
x—1 (x—-1)
Lol =2 T 2x=2)(x =)= (3P =2x)- 2 (x=1)
(x=1)° (x=D)°
D@2 -2 -2x) 2y -2y—2x42-2x +4x 2
(x=1)° (x=1)’ (x=1)’

Egrilik araliklarini belirlemek igin ikinci tlirevi 0'a esitliyoruz, y" =0, yani 2 = 0 denklemini elde
ederiz, bu denklemin ¢6zimu yoktur.

Fonksiyonun déniim noktasi yoktur.

ikinci tiirev x = licin tanimli degildir.

Egrilik araliklarini belirlemek igin fonksiyonun ikinci tlirevinin isaretini (—oo 1) ve (1,+0) aralk-
larinda hesaplhyoruz.

X —00 1 +00
aralik (=0,1) (1, +00)
f'(x)= 7 f"0)=-2<0 f'2)=2>0
(x=1
egriligi M o
S (X)'in degeri /
noktalar /

x € (= 1)igin f(x) konvekstir (digblikeydir),

x € (1,+00) igin £(x) konkavdir (ichiikeydir).

2

X . o .
7) y= 1fonkswonunun grafigi soyledir:
x_
A '
Y ] ,
1 /
] 7
4 " /’
I E, ’
1 s
1 // ] 1
3 | Jy=x+
s
N,
17
2 ,1
s
7 |
1t |
4 1
-’ I
s
s Al=E 1 X
3 2 -1 0 i 2 3
s 1
’ I
4 1
7 1
’ I
. 2 Iz =1
'y xr -2 ‘i
L flx) = m— |
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Ornek 4. y = x- e ? fonksiyonunun degisimini inceleyiniz ve grafigini giziniz.
Coziim: Fonksiyonun degisimini verilen semaya gore inceliyoruz.

1) Tanim kiimesi D, =R

2) Fonksiyonun cift veya tek olma durumu:

D, simetrik bir klimedir.
G X
f(=x)=—x-e ? =-x-e ? =—f(x),dolayisiyla fonksiyon tektir. Fonksiyonun grafigi koor-
dinat baslangicina gore simetriktir.

3) Fonksiyon grafiginin koordinat eksenleriyle kesisim noktalari.

2
X

X- ekseniyle kesisim noktasi f(x) =0 ise elde edilir, yani x - e 2 =0denklemi ¢ozulir.

Denklem ancak x = 0 oldugu durumda 0' dir.

Yani, 4(0,0) fonksiyonun sifiridir. i

y- ekseniyle kesisim noktasi x = Qigin elde edilir. £(0)= —O-e_07 =-0-¢" =0elde ederiz. Nok-
ta, X- ekseniyle kesisim noktasiyla ¢akisir, yani 4(0,0) noktasidir.

4) Fonksiyonun asimptotlari.

a) Dikey asimptot. Fonksiyonun tanim kiimesi tim reel sayilar kiimesi oldugundan,
fonksiyonun dikey asimptotu yoktur.

b) Yatay asimptot. 2
. — . X
lim x-e 2 =lim—=0
X—> t o x—> oo X
e 2

y = 0 dogrusu fonksiyonun yatay asimptotudur.

Fonksiyon grafiginin yatay asimptota gore nasil davrandigini belirleyelim. Su farki hesapliyoruz:

x2

f)-y=x-e?-1

Bu farkin X degiskenine gore isaretini belirliyoruz.

x>0 icin, x-e 2-1>0 oldugundan, egri x >0 icin asimptotun Uzerindedir ve x <0 igin,

2
X

x-e 2 -1<0 oldugundan, egri x < 0 oldugunda asimptotun altindadir.
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c) Egik asimptot.

X

-— 2

x-e? -

k =lim =lime 2 =0, fonksiyonun egik asimptotu yoktur.

X—»0 X X—>00

5) Ekstremum degerler, tiirii ve monotonluk araliklari.

Fonksiyonun tirevini hesapliyoruz:

i S 1 = =
J"=[x-e ZJ =e ? +x-[—5j-2x-e 2=e 2(1-x%).

Sifira esitlersek e 2 (1—x?) = 0 denklemini, yani 1— x> = 0'1 elde ederiz. Denklemin ¢dziimleri

x, =1ve x, =-I'dir.
12

-— 1
xlzlise,y:f(l)zl- e ?2=1- —

1 1
=—=olur. Dolayisiyla E,| 1,—| elde ederiz veya yaklasik
I \/; YISty 1[ \/EJ yay $
e
olarakr hesaplarsak E, (1,0.61) elde ederiz.
ey L 1 1 1
x,=—lise, y=f(-1)=(-1)-e * =(-1)-e * =——=——=olur. Dolayisiyla Ez[—l,——J
e’ Je Ve

elde ederiz veya yaklasik olarak hesaplarsak £, (—1,—0.61) elde ederiz.
E, (1,0.61) ve E,(-1,-0.61) noktalari fonksiyonun olasi ekstremum noktalaridir.

(=0 —1), (=1, 1) ve (1, +0) araliklarindan rastgele bir degerin isaretini yerine koyarak fonksiyonun
birinci tlrevinin isaretini hesaplariz. Tablodan monotonluk araliklarini ve ekstremum noktalarini
belirleyebiliriz.

* - -1 1 +00
aralik (—o0,—1) (-1,1) (1, +90)
x? 3 3
f0=e T(-x) S D="7=<0 [O=1>0 [f12)=-=<0
monotonlugu \ A N
S(X)'in degeri -0.61 0.61
noktalar E, E,

E, (1,0.61) noktasinda fonksiyonun maksimumu ve E,(—1,—0.61) noktasinda fonksiyonun
minimumu oldugu sonucuna variriz.
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Monotonluk araliklari sunlardir:
x € (= —1)U(1,+o0) araliklarinda, f(x) monoton olarak azalir,
x €(—1,1)araliginda, f(x) monoton olarak artar.

6) Donum noktalari ve egrilik araliklari.

X

y=Xx-e 2 fonksiyonu igin, birinci tirevy'=e 2 (1 x”) ve ikinci tiirev sudur:

y"= [eT(I—xz)] = —x‘e77~(1—x2)+ei7 (—2x) = e ? (—x+x-2x)= eiT(x3 —3x)

XZ

Egrilik araliklarini belirlemek igin ikinci tirevi y" = 0'a esitliyoruz; e_T(x3 —3x) =0denklemini
elde ederiz. Denklem, x* —=3x =0, yani x(x2 -3)=0ise, x,=0, x, = \/5 ve x; = —\/5 ¢Ozimleri

elde edilir.
J elde

02

=0ise, /(0)=0-e 2> =0-1=0olur. Dolayisiyla B(0,0) elde ederiz.

:\/gise,f(\/g):\/g. e_f% =3 e‘i - \/\/e; e\/\/__ olur. Dolayisiyla P, [\B

ederiz veya yaklasik degerler hesaplarsak 2 (—1 73,-0. 39) elde ederiz.

&

%

e

J3 3

ederiz veya yaklasik degerler hesaplarsak 2 (—1.73,—0.39) elde ederiz.
P(0,0), P,(1.73,0.39)ve P,(—1.73,-0.39) noktalari fonksiyonun olasi déniim noktalaridir.
(—oo,—\/g), (—\/3,0), (O,\/g) ve (\/§,+OO) araliklarindan rastgele bir degerin isaretini yerine

koyarak fonksiyonun ikinci tiirevinin isaretini hesaplayarak fonksiyonun egriligini belirleyebiliriz.

g - -3 0 NE] +00
il (moB) L (50) (o) ()
[ = eé(aﬁ L3y SO SUED>0 =<0 f12)>0
egriligi A g ~ v
f(x)'in degeri -0.39 0 0.39
noktalar P, P P
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xe (—00, —\/g)U(O,\/E) icin, f'(x) konvekstir (disbiikeydir),
Xe (—\/g,O)U(\/g, +OO) igin, f'(x) konkavdir (i¢btkeydir).

7) y=x-e 2 fonksiyonunun grafigini cizelim:

Alistirma Sorular::

1. Asagidaki fonksiyonun degisimini inceleyiniz ve grafigini ciziniz:

)y =x>—2x> +3x-1 )y =3+ yy=—t
a)y=x X x y 1 ¢ ¥4
2. Asagidaki fonksiyonun degisimini inceleyiniz ve grafigini ciziniz:
X’ —2x-2 3 4 3 2
a)y=——>—1—"" b) y=—x"+3x-2 c)y=x" —4x" +3x
x°=2x
3. Asagidaki fonksiyonun degisimini inceleyiniz ve grafigini giziniz:
X 1-x? X 4+2x+3
a) f(x)= b) f(x)=— o) f(x)=—
x—2 x +1
4. Asagidaki fonksiyonun grafigini giziniz:
x—1 x*+1 3x
a) f(x)= b = c) f(x)=
) f(x) ) ) f(x) T ax ) S (x) e
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5. Asagidaki fonksiyonun akisini inceleyiniz ve grafigini ciziniz:
a) f(x)=(1-x*)e™ b) f(x)=x-e" c) f(x)=x"-€"
Problemleri GeoGebra’da da gosterebilir ve elde ettiginiz ¢c6zimi kontrol edebilirsiniz.

-4 o . .
6. f(x)= ﬁ fonksiyonunun grafiginden asagidaki sorulari cevaplayiniz:

a) Fonksiyonun tanim kiimesi nedir?

b) Varsa x ekseniyle kesisim noktasini,

c) Varsa y ekseniyle kesisim noktasini,

¢) Artan ve azalan araliklarini,

d) Konvekslik ve konkavlik araliklarini,

e) Varsa fonksiyonun maksimum ve minimumlarini,
f) Varsa donim noktalarini,

g) x =4 icin fonksiyonun yaklasik degeri nedir?

g) Hangi x degeri igin fonksiyonun degeri y = 4’tir?
h) Fonksiyon ¢ift midir, yoksa tek midir?

i) Fonksiyonun asimptotlari nelerdir?

3—4x

4 56 7

— 8
f()()_)(2—4)(+3 7
M={y=0,x=1,x=23} HEE
A = (0.75, 0) i o
B=(0, 1) i
C=(1.5,4) I
D = (-0.85, 0.9) ;

E = (4, -4.33) ;

o
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x3

7. f(x)=

a) Fonksiyonun tanim kiimesi nedir?

xz—

b) Varsa x- ekseniyle kesisim noktasini,

c) Varsa y- ekseniyle kesisim noktasini,

¢) Artan ve azalan araliklarini,

d) Konvekslik ve konkavlik araliklarini,

e) Varsa fonksiyonun ekstremlerini,

f) Varsa donim noktalarini,

g) x = 4 icin fonksiyonun yaklasik degeri nedir?
g) Fonksiyon ¢ift midir, yoksa tek midir?

h) Fonksiyonun asimptotlari nelerdir?

Not: /3 ~1.73

x3

f(x) = -
M={y=x,x=-1.73, x=1.73}
A=(0,0)

C =(3, 4.5)

D = (4, 4.92)

B = (-3, -4.5)

A -

fonksiyonunun grafiginden asagidaki sorulari cevaplayiniz:
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9. EKSTREMUM PROBLEMLERINI COZMEK iCiN TUREVIN UYGULANMASI

Ornek 1. 90 sayisini dyle iki dogal sayinin toplami bigciminde gésteriniz ki, sayilardan birinin
digerinin karesiyle ¢garpimi maksimum olsun.

Coziim: Sayilardan biri X ise, digeri 90 - x'tir.

Problem kosuluna gére, sayilardan birinin digerinin karesiyle carpimini P(x) = (90— x)- x°

olarak yazabiliriz, burada 0 < x < 90'dr.
P(x) =90x* — x’ olarak yazabilecegimiz x degiskenli bir fonksiyon elde ettik.
Birinci tiirev P'(x) = 180x —3x”dir ve 0'a esitlersek 180x - 3x2 = 0 denklemini elde ederiz.
Dolayisiyla, 3x(60 — x) = 0, yani 3x = 0 veya 60 — x = 0 gerekir.
Denklemin ¢ztimleri, P(x) fonksiyonu igin ekstremum noktalar olan x, =0 ve x, = 60'tr.
ikinci tiirev P"(x) =180 — 6x'tir.
x, =0, P"(0)=180—6-0=180 > 0'dir. Dolayisiyla garpim minimumdur.

x, =60 icin, P"(60) =180—-6-60 =180—-360 = —180 < 0’dir. Dolayisiyla ¢arpim maksimumdur
ve P(60) = (90 —60)-60* =108 000'dir.

Aranan sayilar 60 ve 30'dur.
Ornek 2. 40 sayisi dyle iki sayiya ayiriniz ki, sayilarin karelerinin toplami minimum olsun.

Coziim: Toplamlardan biri X ise, digeri 40 — x'tir. Karelerinin toplami S(x) = x> + (40— x) ola-
caktr.

Fonksiyonun birinci tlrevi S'(x) = 2x +2(40—x)(—1) = 4x —80'dir ve 0'a esitleriz. 4x—-80=0
denklemini elde ederiz. Dolayisiyla x = 20, S(x) fonksiyonu igin bir ekstremum noktadir.

ikinci tirev S "(x) = 4'tir.

x = 20icin, $"(20) = 4 > 0'dir. Dolayisiyla x = 20icin, S(20) = 20” + (40 —20)* = 800 toplaminin
minimum oldugu sonucuna variriz.

Aranan sayilar 20 ve 20'dir.
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Ornek 3. Eski bir ev restore edilecek. Resimde gériildiigii gibi kemerli bir tavana sahip duvar-
lardan birine maksimum boyutta dikdortgen seklinde bir kapi agilmalidir. Tavanin tepe noktasinin
yiiksekligi 3 m ise, kapinin boyutlarini belirtiniz. Tavanin sekli y = 3 — x* fonksiyonunun grafiginin
bir parcasi oldugu belirlenmistir.

Coziim: GeoGebra'da bir uygulama yapilmistir. Fonksiyon, odanin tabani X- ekseni ve parabo-
[in tepe noktasi y- ekseni Gizerinde olacak sekilde bir koordinat sistemine girilmistir.

A noktasinin koordinatlari (a,0) ve B noktasinin
sby koordinatlari (a,b) olsun.

O halde karsilikli olarak C(—a,b) ve D(—a,0)'dr.
Aranan dikdortgenin kenar boyutlari 2a ve b'dir.
Dikdortgenin alani P =2a-b'dir.

X B noktasi y =3—x” paraboliine ait olmalidir, bu

Al 2 3 nedenle b =3 —a’ denklemi gecerlidir.

Yerine koyarak alan igin bir fonksiyon elde ederiz
. P(a)=2a-(3—a*), yani

P(a)=6a-2a’ elde edilir.

https://www.geogebra.org/m/uwkhppst

Fonksiyonun birinci tiirevi P'(a) = 6 — 6a™dir.

0’a esitlersek, 6 - 6a% = 0 elde ederiz. Coziim a = 1 ve a = -1'dir. Simetrik ¢6ztimleri temsil eder-
ler. Bu nedenle, ¢6zimui sadece a = 1 ekstremum noktasi igin belirleyecegiz.
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ikinci tiirev P"(a) = —12d/dr.

a =1 ekstremum noktasi icin, P"(1) =—12- 1=-12 <0 elde ederiz, yani fonksiyonun maksi-
mum degeri vardir.

Dolayisiyla, a = ligin, b =3—1° = 2 elde ederiz ve kapinin maksimum alani P = 2-1-2 = 4m*dir.
Kapi 2m genisliginde ve 2m yiksekliginde olacaktir.

Ornek 4. Bir firma Uretim siireci icin suya ihtiya¢ duyar ve bu nedenle bir havuz insa etmesi
gerekir. Tabani kare seklinde ve hacmi 32m’ olan havuzun boyutlarini, duvarlarinin ve tabaninin
fayansla kaplanmasi icin en az malzeme harcanacak sekilde belirtiniz.

Coziim: Havuzun kenari X ve ylksekligi H olan kare seklinde bir tabani olsun. Kaplanmasi
gereken yiizeylerin alani P = x* + 4xH'dir, burada taban alani x* ve bir yan duvarin alani xH'dir.

Kare tabanli havuzun hacmiV = x*H'dir.

Problem kosulundan ¥ = 32m’ elde ederiz, dolayisiyla
32

x’H =32, yani H =—dir.
X

H'yi alan ifadesine yerine koyara

P(x)=x"+4x- 2: x* +E elde ederiz, bu da ekstre-

2
sl X X
T mumunu belirlememiz gereken X degiskenli bir fonksiyondur.

128 |° 128
Birinci tirev P'(x) = (xz +—J = 2x——-"dir ve 0'a esitleriz.
X X

128
Dolayisiyla, 2x ——-=0, yani 2x’ —128 = 0. x’ = 64'ten x = 4 ¢6zimiin{i elde ederiz, bu da bir
X
ekstremum noktadir.

. x =4'l ikinci tureve yerine koyarak

128 |’ 2
Fonksiyonun ikinci tlrevi P"(x) =(2x——28j =2+ 536
X

X
256

3

P'(4)=2+

128
= 6> 0 elde ederiz. Dolayisiyla P(x) = x> +—— fonksiyonu x = 4 icin minimum
X

deger olan P(4) = 4 +% =48 m”* degerini alir.

Buna gore, kare tabanl minimum alana sahip havuzun boyutlariigin: kenar 4 m ve yukseklik

32 32
H R 2m elde edilir.
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Ornek 5. Bir havayolu sirketi yeni havayolu hattinin bilet fiyati icin bir kampanya diizenledi.
Ucak bileti, ucakta O ila 50 yolcu varsa 200 euro'dur. Her ek yolcu igin bilet fiyati 2 euro disurilar.
(Ornegin, hatta 53 yolcu bilet satin aldiysa, her biletin fiyat1 194 euro olur). Maksimum geliri elde
etmek icin kag bilet satilmalidir?

Coziim: 50'den fazla satilan bilet sayisini X ile gdsterelim. O zaman 50+ x bilet satan sirketin
kazanacagi tutar S = (50 + x)(200 —2x) ile hesaplanir, burada 200 — 2x biletin fiyatidir.

Denklemi sadelestirerek sunu elde ederiz:
S(x) = (50+ x)(200 - 2x) = 10000 +100x — 2x°

Fonksiyonun birinci tirevi S'(x) =100 —4x'tir. Birinci tirevi 0'a esitlersek 100 —4x =0, yani
x = 25 ekstremum noktasini elde ederiz.

ikinci tiirev S"(x) = —4'tlir ve x =25 igin tiirev §"(25) = —4 < 0'dir, bu da fonksiyonun maksi-
muma sahip olacagi anlamina gelir. Maksimum gelir su sekilde olacaktir:

x =25igin, $(25) =10000+100-25—2-25> =11250 euro elde ederiz.

Dolayisiyla, satilan bilet sayisi 50+ x =50+25 =75 olmalidir ve havayolu sirketi maksimum
kazang elde edecektir.

Ornek 6. Dairesel tabanl silindirik bir kabin 64 m* hacme sahip olmasi gerekiyor. Kabin iistii
aclk olacak sekilde kullanilan sac levha (ylizey alani) miktarinin minimum olmasi igin kabin bo-
yutlarini bulunuz.

Coziim: Kabin tabaninin yaricapi r ve
yuksekligi H olsun. Kullanilan sac levha-
nin alani P ve kabin hacmi V olsun.

Problem kosuluna gore V = 64m’ ve si-
lindirin hacim formilt ¥V = r*z H'dir. Yeri-
ne degistirmekle x*7H = 64 elde ederiz.

Silindirin ylzey alani formla
P =7’z +2zrH'dir (silindir Gsti acik ol-
dugundan sadece bir dairesel tabanin
alani vardir).
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64 . - o . .
H = n ve yaricap! X'i alan formulinde degistirirmekle su fonksiyonu elde ederiz:
128
P(x)=x"7+27x —= X'+ —
X X

128
Fonksiyonun tiirevi P'(x) = 2x7 —— 'dir.
X

P'(x) =0denkleminden, yani 2xz —g =0'dan, x = 4 ekstremum noktasini elde ederiz.

x I

ikinci tiirev P"(x) = 27 + 'tar.

3
X

4
X :i icin, P"[—] =2mr+4x =6x >0 elde ederiz, yani fonksiyonun minimumu vardir.

Ir Ir
64 4

4
Tabanin yarigapi x ==" 2.73m ve yukseklik H = —= %/_ ~ 2.73m'dir ve minimum
4 Vs

I

alan P = 4837 m* = 70.3m* elde edilr.

Ornek 7. 2400m tel ¢iti olan bir ciftci, nehir kenarinda bulunan dikdértgen seklinde bir tarlay
citle cevirmek istiyor ve nehir boyunca tel ¢it kullanmasina gerek yoktur. Citle cevrili alanin mak-
simum olmasi igin dikdortgenin boyutlari ne olmalidir?

Coziim: Tarlanin boyutlari X ve y olsun.
Nehir boyunca tel ¢it kullanmaya gerek ol-
madigindan, gitin gevresi igin problem ko-
sulundan 2x + y = 2400, yani y =2400-2x T T
elde ederiz.

Tarlanin alani P = xy = x(2400 — 2x)'tir,
yani su formuli elde edilir:

P(x) =2400x —2x".
Fonksiyonun birinci tirevi P'(x) = 2400 — 4x'tir.

Birinci turevi 0'a esitlersek, 2400 —4x = 0 denklemini elde ederiz ve x = 600 ¢6zim bir eks-
tremum noktasidir.

Fonksiyonun ikinci tiirevi P"(x) =—4'tlr ve sabit noktada P"(600) =—4 < 0'dir. Dolayisiyla
x =600 icin fonksiyonun maksimum degeri vardir.

Citin kenarlari 600 m ve 1200m olmalidir. Tarlanin maksimum alani 720000m?'dir.
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Ekstremum problemlerini ¢6zmek icin tliirev uygulamasinin ek pratik ornekleri. Daha fazla
arastirma yapmak isteyen 6grenciler icin tasarlanmistir.

Ornek 8. 1 m genisliginde Ui¢c beton blok birbirine baglanarak acik bir su kanali yapilmalidir.
Kanalin enine kesiti bir ikizkenar yamuktur. En blyik kesite (en biylk akis kapasitesine) sahip
bir kanal olusturmak icin yan bloklar tabana gére hangi aciyla yerlestirilmelidir?

Coziim: Oncelikle biraz arastirma yapalim. internette drenaj kanalinin resimlerini arayin. Kanal
nasil gériintyor? Simdiye kadar boyle bir kanal gérdiniiz mi?

Simdi kanal olusturmak icin GeoGebra'da bir uygulama kullanabilirsiniz.

o}

https://www.geogebra.org/m/k4DNecD7

E noktasini hareket ettirelim ve kanalin akis kapasitesini gozlemleyelim.

Enine kesit en blylk alana sahipse kanalin en bliyik akis kapasitesi olacaktir. Kanalin enine
kesiti ikizkenar bir yamuktur. ikizkenar yamugun alaninin maksimum olmasi icin kanalin yan du-
varlarinin hangi agiyla yerlestirilmesi gerektigini belirlememiz gerekiyor.

a=3
*
P=11.4cm?
b C
C
a B

https://www.geogebra.org/m/ESFG4SFj
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Kanalin enine kesiti icin baska bir uygulama kullanacagiz. Hareketli D noktasini hareket ettire-
rek, maksimum alana sahip olmak icin yan duvarlarin hangi konumda yerlestiriimesi gerektigini
belirleyebiliriz. Yamugun alaninin degistigini gézlemliyoruz!

Simdi enine kesitin bir taslagini gizebiliriz.

Enine kesit, kenari kliclik tabana esit olan ikizkenar bir yamuktur.

Taban a = AB = 1mve kenar ¢ = BC = AD = 1m' dir.

Diger tabani b = CD ve yuksekligi 7 = A_Al olarak gosterebiliriz.

Yamugun alani P = %h formiliyle hesaplanir.

Yan duvarin tabanla yaptigi aciyi x +90° olarak gésterelim, burada 0° < x < 90”dir.

AAA, D Dik Gggeninden h'yi belirleyebiliriz. cos x = ﬁ trigonometrik formulinden
h =c-cosx:1~cosx:co§x, yani h = cosx

Elde edilir. Taban b’yi, yamugun m :D_Al esitligi ile belirleyecegiz.

) m
b=a+2mvesinx=—.

c
Dolayisiylam =c- sinx =1- sinx =sinx, yani b =1+ 2sin x gerekir.
Alan formuliinde yerine koyarak P = w-cosx elde ederiz.

P’yi f(x) ile degistirebiliriz ve X degiskenli su fonksiyonu elde ederiz:

2(1+sinx . . .
Q-cosx=(1+smx)~c0sx=c0sx+smx~c0sxyan|

J(x) =

f(x)=cosx+sinx-cosux.

Ekstremumu belirlemek igin, birinci tlrevi 0’a esitleyecegiz ve denklemi ¢ozecegiz.
S'(x) =(cosx+sinx-cosx)'==(cosx)'+(sinx)"cosx+sinx-(cosx)'

M) — o 2. w2
J'(x) =—sinx+cos” x—sin" x —2sin’ x—sinx+1=0 /(-1), T.e

f'(x)=0'dan, —sin x +cos” x —sin’ x = 0 denklemini elde ederiz.

Temel trigonometrik 6zdeslik sin® x + cos” x = I'i kullanirsak ve sin x = ¢ yerine koyarsak, ikinci
dereceden su denklemi elde ederiz:

—sinx+1-sin*x—sin’x=0

—2sin’ x—sinx+1=0/(-1), yani2¢> +t—1=0
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ikinci dereceden denklemin ¢éziimlerini, ikinci dereceden denklem ¢ézme ydntemiyle buluruz:

—1++1+8
4

x’in degerini belirlemek icin yer degistirmeye geri donersek, sunu elde ederiz:

1 .
= ve bunlar¢, =—vet, =-Idir.
2

1
4 =5 icin, sin x :l, yani x =g= 30° olur.

t, =—ligin, sinx =—1, yani x = 3771 =270°olur.

Fonksiyonun ikinci tirevini belirleyelim:

f"(x) = (=sinx +cos’ x —sin” x)' = —cos x + 2 cos x(—sin x) — 2 sin x cos x
f"(x)=—4sinxcosx—cosx

x= g =30°igin, £"(30") = —4sin 30" - cos 30° — cos 30°, yani

£"30°) =—3 - *f %w

Dolayisiyla, fonksiyonun x = 30° icin mak5|mum degeri vardir.

X = 37“ =270° degeri araliga ait degildir, bu nedenle ikinci tiirevin degerini hesaplamaya gerek
yoktur.

Baslangi¢ kosullarinda yerine koyarsak, sunu elde ederiz:

b=1+2-sin30° =1+2-l=1+1=2ve
3
h=cos30" = £
2
Yamugun maksimum alani icin sunu elde ederiz:
= Eﬁ = 3\/5, yani P =1,299 =~ 1,3m".
2 2

Ornek 9. Bir futbolcu, tag cizgisine paralel olarak sahada kosuyor. Futbolcu, gol atma acisi

maksimum olacak sekilde kaleye sutu nereden ¢ekmelidir?

Not: Futbolcunun kostugu paralel cizgi kale ¢izgisini gegmemelidir. Neden? Bu durumda aci
nedir? Futbolcu, acinin maksimum olmasi i¢in sutu nereden ¢ekmelidir?

Coziim: Baslangicta bir aplet uygulamasi kullanabilir ve futbolcunun hareketiyle aginin nasil
degistigini gorebiliriz.
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4

®
Angle a=7.94° | PlayerPost = (6.1, 2.4)
Post2 ¢.
1
Post1
2 ] @ egege o soge se ses o @
Endp % | i :
ndPos & *‘.‘ ' |

6.1

https://www.geogebra.org/m/M7YfNB8r

Odevin Taslagini Cizelim.

Oyun alani dikdortgen seklindedir ve
kale noktalarla temsil edilebilir.

® Act: ilk direk, futbolcu, ikinci direk.
Aclyl aile gosterelim.
Gosterimler:

a=3NFM

N -ilk direk

M - ikinci direk

F - futbolcu.

Futbolcuyu temsil eden F noktasi ha-
A reketlidir.

Futbolcu, tac ¢izgisinin paralelinde bir
dogru boyunca hareket eder.

Futbolcunun hareket ettigi paralel dogru kale cizgisini gegmemelidir.

ANGF ve AMGTF dik tggenlerini inceleyelim.
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isaretler: MN = g - kalenin genisligi

GN = s - futbolcunun hareket ettigi tag cizgisine paralel dogrunun kale ¢izgisiyle kesisiminden

ilk direge olan mesafe.

FG =b - futbolcunun kale gizgisine olan uzakhgi.

1g(8 GFN) = % vetg(3 GFM) = gTH, trigonometrik formillerinden, sunu elde ederiz:

£ GFN = arctg% ve 4 GFM = arctg gT”.
o =4 GFM —4 GFN acisini ifade edersek, sunu elde ederiz:

o =arct (g—ﬂj-arct (ﬁj
85 &b

b=xve o = f(x) yerine koyarsak,

f(x)=arctg (g_—ks] —arctg (ij
X

X
Fonksiyonun tirevi:

1 - 1 - -
R —wy
1{“) 1+(Sj
x x
f'(x)=0ise, ~(g+5) 2 - =0 denklemi elde edilir.

X’ +(g+s)° x'+s
Bunu sadelestirerek ¢cozmekle
xX’g+s*(g+s)=s(g+s)
xX’g=s(g+s) —s(g+5)
xX’g=s(g+9)(g+5)-5)
X’g=s(g+9)g
x* =s(g+s)yani x =/s(g +s) ekstremum noktadir.
2x(g+s) 25X .
2 252 2 252 dlr
(x*+(g+5)) (x"+s59)
x =4/s(g +s) igin, x noktasinda ikinci tlrevin degeri:

ikinci tarev £ "(x) =

s(g+s)(g +2s)°

dir, glinku sadece —g < 0 oldugundan, bolim negatiftir, yani fonksiyonun maksimum degeri

f"(Js(g+s)>=2Js(g+s>[ 5 ]<o

vardir.
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X= m icin maksimum agi degerini elde ederiz:

a =arctg Lg—ﬂj—arctg (;J
Js(g+s) Js(g+s)

Co6zim olarak ne elde ederiz?

g=3m ve s=6m olan kugclk bir futbol sahasinin somut degerlerini degistirirsek, sunu elde
ederiz:

x=./6(3+6) =/6-9 yani x =36 ~ 7,35m ve

9 6
(3x/g) =arctg| — | —arctg| —=| =50,77° —39,23" =11,54°
/ ¢\ 3v6) """\ 36

Futbolcu, kale gizgisinden 7,35m uzakta sut gekmelidir ve maksimum agi 11,54° olmahdir.
Alistirma Problemleri:

1. 42 sayisini, ¢carpimlari en biyiik olacak sekilde iki parcaya (toplanana) ayirin.

2. 27 sayisini, karelerinin toplami en kiiglk olacak sekilde iki parcaya (toplanana) ayiriniz.
3. 18 sayisini, kiiplerinin toplami en kiiglik olacak sekilde iki pargaya (toplanana) ayiriniz .
4. Cevresi 26 cm olan tim dikdortgenlerden, en biylik alana sahip olani belirtiniz.

5. Cevresi 22 cm olan tim dikdortgenlerden, en kiicik kdsegene sahip olani belirtiniz.

6. Dordiuncu sinif 6grencileri, okullarindaki egitim fuariicin spor sahasina dikdortgen seklinde
32 sira (rahle) yerlestirmelidir. En bliylk alana sahip olmak icin siralar nasil yerlestiriimeli-
dir?

Bir sira 1.5 m uzunlugunda ise, siralarin yerlestirilmesinden sonra dikdortgen seklindeki alanin
kenar uzunluklari ne kadar olacaktir?

7. Hipotensli 10 cm olan tiim dik Gicgenlerden, en blylk alana sahip olani belirtiniz.

8. Tabani 8 cm ve ylksekligi 3 cm olan bir licgene, bir kenari Giggenin verilen tabaninda olmak
Uzere, en buylk alana sahip bir dikdortgen ciziniz.

9. Alani 54 cm? olan bir teneke silindir kutu yapilmalidir. En biiyiik hacme sahip olacak sekilde
dik dairesel silindir kutunun yarigapini ve ylksekligini hesaplayiniz.

10. Yarigapi 4 cm ve yliksekligi 6 cm olan bir koni iginde, en biyulk hacimli bir silindir yelestiriniz.

11. Yarigapi 20 cm olan bir kiirenin etrafina, distan teget olacak en kiigtik hacimli bir koni yer-
lestiriniz (cevreleyiniz).
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12. 48 cm ve 30 cm boyutlarinda dikdortgen seklinde bir kartondan en buyik hacimli bir kutu
yapiniz. (Kartonun 4 késesinden birer kare kesilmeli ve karton katlanarak kapaksiz bir kutu

elde edilmelidir.)
2 2

13. %+y7:1 elipsine birinci dordilde, dyle bir teget gizilsin ki, koordinat eksenleriyle en

kiicuk alanh UGg¢gen meydana gelsin.

14, y= 4—x*ve y =0ilesinirlanan alana, kenarlari koordinat eksenlerine paralel olmak tzere,
alani en buyuk olan bir dikdortgen giziniz.




FONKSIYONUN TUREVI 4

TEKRARLAMA VE PRATIKTE UYGULAMA PROBLEMLERI:

1
1. f(x)=4x ——x + 3x — 2 fonksiyonunun tirevini hesaplayiniz.

2. f(x)= fonk5|yonunun tlrevini hesaplayiniz.
3. f(x)= 1n(3x _lzj fonksiyonunun tlrevini hesaplayiniz.
X+

4. f(x)=e™ sin(x2 + 1) fonksiyonunun tiirevini hesaplayiniz.
5. y=4x —x’ fonksiyonunun grafiginin x = 2 noktasindaki tegetinin denklemini bulunuz.

6. f(x)=x" —2x+1 fonksiyonunun grafiginin x = —1 noktasindaki normalinin denklemini
bulunuz.

7. s(t) =t = 2t* + 4t yol yasasina gére dogrusal hareket eden bir maddi noktanin ¢ = 2 anin-
daki hizini bulunuz.

8. s(t) = 3 +17 -5 yol kanununa gore dogrusal hareket eden bir maddi noktaninz =1anin-
daki ivmesini bulunuz.

9. f(x)=1/8—4x—x" fonksiyonunun x, = —4 apsisli noktadaki teget ve normalinin denklem-
lerini yaziniz. Elde edilen dogrulari agsagidaki grafikte ¢iziniz.

A

10F

10. f(x)= —fonk5|yonunun monotonluk araliklarini belirleyiniz.

11.  f(x) = 2x’ — 6x” fonksiyonunun yerel ekstremumlarini belirtiniz.
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12. f(x)=x" —3x* fonksiyonunun konkavlik/konvekslik araliklarini ve déniim noktalarini be-
lirtiniz.

13. f(x)= 3\/; fonksiyonunun degisimini inceleyiniz ve grafigini giziniz.

14. f(x)=x> —4x* + 5x — 2 fonksiyonunun degisimini inceleyiniz ve grafigini ciziniz.

15. 60 sayisini, carpimlari en bliylk olacak sekilde iki parcaya (toplanana) ayiriniz.

16. 80 sayisini, karelerinin toplami en kigik olacak sekilde iki pargaya (toplanana) ayiriniz.
17. 100 sayisini, kiiplerinin toplami en kicik olacak sekilde iki parcaya (toplanana) ayiriniz.
18. Cevresi 44 cm olan tim dikdortgenlerden, en biyiik alana sahip olani belirtiniz.

19. Yaricapi r ve yiiksekligi H olan bir koniye, en biyiik hacimli icten teget bir silindir yerlesti-
riniz.

20. Yaricapi R olan bir kiirenin etrafina, distan teget en kigilk hacimli bir koni yerlestiriniz
(cevreleyiniz).

2 2

21. x—2+Z—2 =1elipsinin birinci dérdilde 6yle bir teget cizilsin ki, koordinat eksenleriyle olusan
a

Uggenin alani en kicik olsun. Tegetin degme noktasinin koordinatlarini bulunuz.



EK: TESTLER
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TEST1

MODULER BiRiM 1: DiZiLER VE iLERLEMELER

Sunulan cevaplardan sadece biri dogrudur. Soruyu ¢oziin ve dogru cevabi yuvarlak icin-
de aliniz. Her soru 3 puan degerindedir.

1. Asagidaki dizilerden hangisi monoton olarak azalmaktadir?

gl234 13571 gll11 g369 12
273:4957-'- 3359739"-' 39597393-" 497’109137'
2. Geometrik dizilerde ortak ¢arpan q =1/2 ise ve dérdlincii terim a5 = 3 ise, ilk terim a; kagtir?
a)8 b)%- 024 ¢)17
1 3 3 . - .
3. 15+Z+§+... sonsuz geometrik serisinin toplami nedir?
3 3
a)9 b) 3 c)— —
) ) )2 ¢) 1

4.a, =2 ve a,, = 60 bir aritmetik dizisinin terimleri ise, a; + a,, kactir?

a) 62 b) 60 c) 31 c) 32

Dogru ifade icin hesaplayin ve tamamlayin. Her soru 6 puan degerindedir.

2 4 8

5.1,—,—,—,... dizisi veriliyor. Bu dizi dir, dizinin
3°9°27

ilk terimi ve ilk 5 terimin toplami dir.

6.a, = (=1)" - 2" genel terimiyle verilen dizinin ilk beg terimi sunlardir:




FONKSIYONUN TUREVI

7.3)—1,X ve —é saylilari bir geometrik dizisinin Gg ardigik terimi ise, x’in degeri dir.

b) sin?30°, sin?>45° ve sin? 60° sayilari dizisi olusturur, ¢cuink

8. 3 ve 18 sayilari arasina, verilen terimlerle birlikte aritmetik dizisi toplami 42 olacak sekilde kag
terim eklenmelidir?

a) terim eklenmelidir;

b) Dizi dir.

Alistirmalari ¢ézlinlz

9. Asagidaki limitleri hesaplayiniz:

. 1 2 ) 2 . o +2n' -1
a) lim (1——j(l+—j: ; b) lim ——= . c) hmn—n3: (12)
n—»o0 n n n—o[,2 o o7 —4n+3n
10. a, + a, =20 ve a, —a, =14 olan bir aritmetik diziyi belirtiniz.
(12)
11.1, 3,9, 27, ... geometrik dizisinin kac¢ teriminin toplami 3280 dir?
(12)
n 3n+l
12 lim( j limit degerini bulunuz.
R (14)
13.1/43/4%/4... ifadesinin degerini hesaplayin.
(14)

Degerlendirme icin dnerilen kriterler:

0-30 31-48 49-66 67-84 85-100
Yetersiz (1) Yeterli (2) Iyi (3) Cok lyi (4) Pek iyi (5)
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TEST 2

MODULER BiRiM 2: TEMEL FONKSIYONLAR

Sunulan cevaplardan sadece biri dogrudur. Soruyu ¢oziin ve dogru cevabi daire icine
alin. Her soru 6 puan degerindedir.

1. f(x) =log(x+3)—log(4—x)fonksiyonunun tanim kiimesi nedir?

a) D, =(—0,-3)U(4,+0) b)D,=(-3,4) c¢)D,=(-3,+») ¢)Baska bir deger

2. f(x)= x3f9 fonksiyonunun x = —1igin degeri nedir?
5 1 3 oo
a) = b) —— c) = ) Baska bir deger
8 8 8 “ees &

3. f(x) =—x" +3x—2 fonksiyonunun sifirlari (kékleri) nelerdir?
a)lve-2 b) 1ve 2 c)-1ve?2 ¢) Baska degerler

Dogru ifade elde etmek icin hesaplayiniz ve tamamlayiniz. Her soru 10 puan degerindedir.

4. f(x)=ax" +bx+c ikinci dereceden fonksi-
yonu igin:

a) Tepe noktasinin koordinatlari ;
b) a parametresinin isareti dir; 2

c) Monotonluk araliklari :

¢) Koordinat eksenleriyle kesisim noktalari:

A
9 4] g

’] 5. Verilen f, g ve h fonksiyonlarina hangi

21 cebirsel ifadeler karsilik gelir?

1
a) 2~ b) —
X2

c)x3 ¢) x?

d) In(x) e)l
X
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Alistirmalari ¢6ziiniz

6. f(x) =2 —x’ fonksiyonunun tanim kiimesindeki monotonlugunu inceleyiniz. (12)

7. f(x)=ax” + bx+3 fonksiyonunu f(1)=4 ve f(-2)=-5 olacak sekilde belirleyin. Grafigi
neyi temsil eder? (22)

8. f(x)= 3_xl fonksiyonunun ters fonksiyonunu bulunuz. (12)
x_

9. f'(x)fonksiyonunun ters fonksiyonunu
¢gizin.

f(x) fonksiyonunun ters fonksiyonunu
ile ortak noktalarinin koordinatlarini ya-
ziniz. (12)

2_
10. f(x):—zx x_sj:”

a) Tanim kimesini

fonksiyonu igin sunlari belirtiniz: (14)

b) Fonksiyonun sifirlarini
c¢) Fonksiyonun cift ya da tekligini

¢) (4,+00) araligindaki fonksiyonun monotonlugunu

Degerlendirme igin 6nerilen kriterler:

0-30
Yetersiz (1)

31-48
Yeterli (2)

49-66
lyi (3)

67-84
Cok lyi (4)

85-100
Pek iyi (5)
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TEST 3

MODULER BiRiM 3: FONKSIYONUN LiMIT DEGERI

Sunulan cevaplardan sadece biri dogrudur. Soruyu ¢oziin ve dogru cevabi yuvarlak icine
aliniz. Her soru 6 puan degerindedir.

2
1. lim X oSx+6 limit degeri asagidakilerden hangisidir:
x—3 3x-9
a)l b) 2 c)-3 ¢) hicbiri

2. f(x)= 3_x1 fonksiyonu igin x =1dogrusu nedir?
x_
a) Yatay asimptot b) Dikey asimptot c) Egik asimptot tc) hicbiri.

3. Fonksiyonun grafigi verilmistir. Dogru ola- y
ni isaretleyiniz.

a) lim f(x) =+o
b) lim f(x)=4
c) lim f(x) =+

¢)Baska bir deger

=<

)|

iddianin dogru olmasi icin, hesaplayarak tamamlayiniz. Her soru 10 puan degerindedir.

Jx76-8

4. lim limit degerini hesaplayiniz.

x>0

5. Grafigi verilen fonksiyonun asimptotlarini
yaziniz.

IS
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sin . .
"X Jimit degerini hesaplayiniz.

6. lim—
x>0 s1n nx

Sorulari Cozilinlz:

x+3
7. lim(x+i’j limit degerini hesaplayiniz. (12)
2
8. f(x)= LM egrisinin asimptotlarini belirtiniz. (12)
x+1
9. f(x) fonksiyonunun sireksizlik noktala- by
rini bulunuz:
5]
.x+ 2, X < _1 24

f(x)=41-x*, -1<x<2
x* =1, x>2

(14)

10. f(x) fonksiyonunun siirekli olmasi icin, a ve b parametrelerinin degerlerini bulunuz:

(x-1°, x<0 (14)
f(x)=< ax+b, O<x<l

\/;, x>1

Degerlendirme igin dnerilen kriterler:

0-30 31-48 49-66 67-84 85-100
Yetersiz (1) Yeterli (2) yi (3) Cok iyi (4) Pek iyi (5)
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TEST 4

MODULER BiRiM 4: FONKSIYONUN TUREVi

Sorular A ve B olmak Uzere iki zorluk seviyesindedir. Her soru icin A veya B secenekle-
rinden birini ¢6zln. Sadece bir secenek puanlanir.

1. Fonksiyonun tlirevini bulunuz:

1
a)y= gxs +3x° —2ctgx (8) b)y= i/x_2—3x —4igx (10)
2. Fonksiyonun tirevini bulunuz:
2
-1
a) y=4x"Inx (8) b) y =2 v(10)
x+2
3.
a) f(x) =(1—x)e" fonksiyonu igin b) £(x)=7+3x" —x’ fonksiyonunun
ikinci tirevi bulun ve f"(—=1)ve f"(0) monotonluk araliklarini belirleyin. (15)
degerlerini hesaplayiniz.
(8)
4.
a) y=2x" —x—7egrisinin M (-2,5,) ) f(x)=1/27-4x—x" fonksiyonunun x =—4
noktasindaki tegetinin denklemini apsisli noktadaki tegetinin ve normalinin
yaziniz denklemini yaziniz. Elde edilen dogrulari grafikte
(8) ¢giziniz.
107
51
or
‘-_1 L

(15)
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5. Bilesik fonksiyonun tiirevini bulunuz:

a) y=1In(3x"-x) (10)  b)y=In 1+ 142x — 2x+1 (15)
6.
L 34-10x+x’ .
a) Logaritmik tiirev alarak y =(—x+§j EVAC)) =ﬁfonk5|yonunun
e

yerel ekstremumlarini bulun ve grafige
gore (ikinci tirevi bulmadan) ne

(10) olduklarini belirleyin. Yerel ekstremumlari
grafige isaretleyiniz.

fonksiyonunun tirevini bulunuz.

4 B -4 212 4 B o5 1012

(15)

7. Fonksiyonun degisimini inceleyiniz ve grafigini ciziniz:

2

s, x =1
a)y=x+x" -2 (15) b)y= o (20)

4-x

Degerlendirme icin dnerilen kriterler:
0-30 31-48 49-66 67-84 85-100

Yetersiz (1) Yeterli (2) i (3) Cok lyi (4) Pek iyi (5)
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MODULER BiRiM 1: DiZILER

1. GERCEK SAYI DIZILERININ TANIMI VE OZELLIKLERI

1a)1.23 8 3 6 1i-11-18) 2481632 1) 1,
575717713

1 2
g4 @) @y =n’ 6) @y =2" ~lg) 4, =)' 1) a, e

|-

1
o

N | =

2 -
5. a,-a,, :W>O' monoton olarak azalir ve @,, <1-sinirlidir; 6. monoton olarak artar ve sinirlidir; 7. monoton olarak azalir, n > 2 igin ve
3

sinirlidir; 8. monoton olarak azalir ve sinirlidir; 9. a) monoton olarak azalir, b) monoton olarak artar, c) ne artar ne de azalir, ¢) monoton olarak
azalir, d) ne artar ne de azalir; 10. a) sinirh, b) sinirli degil, c) sinirli degil, ¢) sinirli, e) sinirh.

2. ARITMETIK Dizi
1. aj5 =44;2. n=15;3.239; 4. 200; 5. NMocne 9 rognnu, n =9 ; 6. 3,8,13; 7. Bo 10 mecew; 8. 12,20,28,36,44,52,60,68,76,84,92,100.
9.14,8,2,-6,... ; 10. a) -14,-12,-10,-8,-6,... 6) 7,10,13,16,19,...; 11.a) ag =25 6) ay =—% B) 42 = 46 r) di5 = 15a+b

3. ARITMETIK DIZIiSININ iLK n- TERIMININ TOPLAMI

1. ay5 =101 1 S,5=1325;2.8,5,2,—1,—4,... ;3. n=9; 4. x=39;5. 5, =3000; 6. ik kisi 1750 dinar, son kisi 6250 dinar aldi; 8. an = 10 +
10(n-1)=10n;

9. 4 veya 9 terim; 10. 21 terim; 11. -16, 16, 48, 80

4. GEOMETRIK Dizi

1 1
Layg =gy 2 ayy =3" ;3. =it a=6,q=3; ay=—6,q=-3;5.2,-4,8,-16,32,... ;6. h=+15
7.4,=3,q=2 3,6,12,24,48,... ;8. s,-4,2,_1,%,... 9.4 =5,g=2 ; ay=—15,q=-2

10. a1:1,q:5;a]:1,412—5;11.9&2@@.
3

yeee

5. GEOMETRIK ILERLEMENIN iLK N TERIMININ TOPLAMI

1a=T7;2. Sio =14762;3. Sg =1530; 4. S5 =—65534;5.3a) 6561 euro 6) 3487 euro;6. g =2, n=6;7. n =6, ag =486

3 55 481 1
8.a) g =>, 8. == 6) =g, S = ;9.4 =1,g=3,n=4;10. =1,2; 11. 139
W= T =0 8=y T T 2

6. DIZININ LiMIT DEGERI

1.n>124;2.n>10;3.n>100;4. n>29;5.n>5;7. n>16;8.n>149;9. n>39;10. n>5;11.a) 0,=,=, =, —,— .., €) hayir,
f) evet, g) n > 1000 2 456

7. YAKINSAK DIZILERLE iSLEMLER
1 1
1.2;2. —l ;3.1;4.—;5.0; 6.0;7. +o00; 8. l ;9.5;10. 400;11.0;12. — ;13.0;14.e;15.e3;16.1;17.-2;18.¢;
2 3 3 3
8. SONSUZ GEOMETRIK DiZiSiNiN TERIMLERININ TOPLAMI

92
1. E; 2. 20 ;3. 3 iki sonsuz geometrik dizinin toplamini kullanin; 4. %; 5.5;6.a) 4\/:; ,6)12;7. JE, 8. 33147
4 3 3
9. 322 10. 1307 ; 11, _3391
E 300 990

TEKRARLAMA VE PRATIK UYGULAMA ALISTIRMALARI

1.Monotonolarakartarvesinirlidir; 2. n22 veigin monoton olarakazalirve sinirlidir; 3.6, 10, 14, 18, 22; 4. 10 terim; 5.4, = 3, ¢ =2 ;6.ModelBile.420
dinar 6deyecek; 7. ilk modelle 2720 euro, ikinci modelle 2536.48 euro; 8. ikinci model. ik modelle 10500 dinar, ikinci modelle 16383 dinar kazanilacak;
9.1k 9500 dinar, son 500 dinar; 10. 120, 480 ve 15360 bakteri; 11. 62; 12. 168. Sonsuz geometrik dizinin toplamini kullanin. Top asagi inerken biri, yukari
cikarken digeri; 13. 35 dolar; 14. 1120000 6rnek; 15. 1126 yabani hayvan; 16. 33 tugla; 17. 78 lego tugla. 18. Kenarlar 4, 6, 9. ipucu: Kisaltilmis formdil
146’ +¢" =(1+ ¢ + q)(1+ ¢’ — g) kullanin.

19.a) 5, b) 0; 20. 124
999
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Modiiler Birim 2: TEMEL FONKSIYONLAR
1. FONKSIYON KAVRAMI
1.1. FONKSIYONUN TANIM KUMESI

Alistrma 1.a) D, = Rb) D, =R\{-1,4}¢) D, =(-w0,4)¢) D, =R\{2}d) D, =(—OO,§:|e) D, =R;

1.2. FONKSIYONUN SIFIRLARI

Alisirma 2.a) N, ={-2,2}b) N, = {-1,0,1}¢) N, =@¢ N, ={-2,-1,0,1,2}d) N, =T, e) N, ={0,1,2}.
1.3. FONKSIYONUN GiFTLiGi

Soru 3. a) Cift, b) Tek, c) Ne cift ne tek, d) Ne cift ne tek, e) Cift, f) Tek

1.4. FONKSIYONUN SINIRLILIGI

2
X

1 3 <1-smnirl, b)0 < < 1-sinirh

1+ x 1+x
1.5. FONKSIYONUN MONOTONLUGU

Soru4.a)( <

Soru 5. a) Monoton artan, b) Monoton azalan, c) Tanim kiimesinde monoton artan, d) Monoton azalan, e) Monoton artan, f) Tanim kiimesinde
monoton azalan

TEKRARLAMA ALISTIRMALARI:

1L.a) Dy =Rb) Dy =R c) D, =R\{-3,3};2.2) D, =(—oo,ﬂ b) D, =R;3.2) D, =(~0,-2]U[2,4+®)b) D =(1,5]
4.3) D, =R\{0,5} b) D, = R\{1,3} &) D, =(—o0,1]U[2,+0)¢) D, =(4,+) d) D, =(-33)e) D, =(-4,4)
5.9,6,4, 2a% ~3a+4;6. f(x)=-2x-1;7. f(x)= 2" +2x+3;8.2) N, ={1,2}b) N, = %};9_3) N, ={-2
b) N, ={3};10.2) N, ={-2,2} ¢ Nf:{_1_m,_1+JE} 11.a) D, =R, N, ={-4,2} 6) D, =R\{4}, Nf:{l,%}
¢) Dy =(~o0,~4]U[4,40), N, ={-4,4} &) D, =R, N, ={2}; d) D, =(-2,+e), N, ={998}

12. a) Tek, b) Cift, c) Ne ¢ift ne tek; 13. a) Cift, b) Cift, c) Ne ¢ift ne tek, d) Tek, e) Ne gift ne tek, f) Cift; 14. a) Monoton artan, b) Monoton artan,
c) Monoton azalan, d) Monoton artan, e) Monoton azalan;

15. a) Sinirli, b) Sinirli, ¢) Sinirh, d) Sinirh, €) Sinirli, f) Sinirli; 16. a) (fog)(x) =9x> —12x+5 ,

(gof)(x)==1-3x"b)(fog)(x)=sin(x*)c)(go [ )(x) =sin’x ¢) (fog)(x):x—::;, (gof)(x)=

O(fog)@=lgvx, (gof) () =lgx;17.a) f(x) =3x=Tb) f(x) =4—x"c) f(x) =sinx

2. DOGRUSAL FONKSIYON

1
2x+6

1. a) A(0,1)ve B(=1,0) b) 4(0,3) ve B(3,0) b) A(0,2) ve B(—6,0)¢) 4(0,—1) ve B(1,-1);

2. a)y:2b)x:—3c)y:x+59)y:—%x+%;3.a)y:—3x—1b)y=%x;4.a)y:xb)y:—x

3. IKINCI DERECEDEN FONKSIYON

1. a)T(-1,-1), A(-2, 0), B(0, 0), C(-3, 3) ve D(1, 3); b) T(3, -4), A(1, 0), B(5, 0), C(0, 5) ve D(6, 5); c) T(0, -4), A(-2, 0), B(2, 0), C(-1, -3) ve D(1, -3);

2. a) D, =R =(—00,+0), b) A-1,0), B(3,0), ¢)T(1,4),ve .« =4, x=1igin, ¢) Vf (—00,4], d)xe (700,1) i¢in artan, x € (1,+oo) igin

flix) = —x*4+2x+3 ¥ L
B=(3,0) /
A=(-1,0) 4C
c=(0,3)
T=(1,4) A
1
A Bz
2 H 0 1 2 \ 4
b
2
3. f(x)=x"+1

4 f(x)=x*-3x+1




KUVVET FONKSIYONU

1.3) f(x) = x* f
A=(0,0)
B=(1,1)
c=(-1,1)

2.3) 1
f(x) = x3
B=(1,1)

A=(-1,-1)

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

d) f(x) = xb
A=(1,1)
B=(0,0)

4. USTEL FONKSYON

La) f(x) = & by
A=(0,1)
2
WA
J £
-2 -1 0 1 2
-1
2:3) (g = G) taly
A=(0,1) 3
2
‘K
£
-1 o 1 k]

b) f(x) = x* ahy
B=(1,1)
A=(1,1) 3
2
A B
1
f X
2 a o g
-
b
) f(x) = xi by
A=(1,1) 3
A
1
b3 ! N
T 1 3 =
A

1

4.a) Dy = R\{O} b) hayir c) V= R\{O} ¢) hayir

d) f(x) = x7? Ay
A=(1,1) 5
B=(-1,-1)
A
1
f
- -1 o 1 2
B
=
=2
b) f(x) = 3* 3hy
A=(0.1)
2
'_,/ i
L S
2 o 1 2
-1
b) ) = G)* aby
A=(0,1) 3

-1

3.a)aeR,a>0,a#1b)D, =R, V, = (0,+oo) c) alttan sinirli, f(x)>0
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¢) a> 1 1¢in fonsiyon tim tanim araliginda monoton artandir 0<a< 1 igin, fonksiyon tiim tanim araliginda monoton eksilendir

d) sifirlari yoktur

4 f(x) = 2*
A=(1,2)

-
=

e

X3
3

B

X
=1 o 1 2 3
-1
6. LOGARITMA FONKSYONU
1.3) f(x) = logs(x) by b) f(x) = togy(x)
A=(1,0) A=(1,0) g
1 / 1
L
a0 1 2 &= 3 0 |A 2 3 &
- -
2 2
2.3) f(x) = —2+ loga(x) 2 b) f(x) = logy(x — 1) by
A=(4,0) g:x=1 2
1 A=(20)

o
@
~
i3
bl o

3.a)aeR,a>0,a#1 b) Df = (0,+0) ve Vf = Rc) Hayir ¢) a> 1 icin fonksiyon tiim tanim araliginda monoton artandir 0 <a < 1igin ise,
tiim tanim kiimesinde monoton eksilendir d) Evet;

4. f(x) = loga(x) by
A=(4,2) 2 a
1
£
1 0 1 2 3 4 5
g f
7. TERS FONKSIYON KAVRAMI
2x+1 _ _
1.a) f_l(x)=g—2x b) f(x)= x+2 ;2.0) () =(x=1)’ b) f'(x)=2+log(x—3);4. a=1,b=0veyaa=-1,beR;
e
_ 1- - _
5.3) 10 =Y b) S0 =2 —Lxe[0,40) o) £ () =log,(x+1), xe(L4m) O W= =2 d) £(x) :%
X +Xx
8. TEMEL TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR
1.3) f(x) = 2 sin(x) by b) f(x) = cos(x) + 2 aky

e R

/\_/\_
/\ 1
“
i i i Ft2 “‘\ Ir iz 0| wiz w amiz 2w Gmiz
-1
-2

3

;"lk
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2. a) Evet, b) Evet, c) Evet; 3. a) giftittir, b) tektir c) ne ¢ift ne de tektir
TEKRARLAMA ALISTIRMALARI VE PRATIK UYGULANMASI.
La)D,=Rb) D, =R\{-4,1},c) D, =(-2,2);2.a) N, =Db) N, ={-L1},c) N, ={0}; 3. f(x) =2x -2

2
e -1

0 W=+ ) =

X
2x-1' 2¢"

6.a) f(-2)=1, f(0)=2, f(3) = %, b) (-4,0), (0,2) ¢) artandir x € R d) (—00,%] e)igin x = =2 f) igin x € (—0,—06);

’

4. a) gifttr, b) tektr, ¢) giftor; 5.a) £ (x) = g—éx, b) /7 (x) =

7.a) f(-2)=5, f(0)=1, f(3)=-5b) (%,0), (0,1) ¢) azalan x € R d) (—oo,—S) dh) igin x € (3,+0); 8. a) Hayir, b) eksilen x € R

o fQ)=-1, f(-1)=2¢) (3,+oo) d) 1gin x=2 dh) 1gin x € (—4,0); 9. a) 1¢in x = 0 1gin en buyiik degeri vardir b) artan x € (—0,0), eksilen
xe(0,+0)c) f(1)=2, f(0)=4¢) (0,2) d) higbiri yok dh) igin x € (—00,—1) U (1,+00); 10. a) yoktur ka b) eksilen x € (—00,—1) U (~1,+00)
o f(H=0, f(0)=1¢) (—oo,—l) d) 1cin X = 0 dh) 1¢in x € (—00,—1)

Modiiler birim 3 — FONKSIYONUN LIMIT DEGERI
1. FONKSIYONUN LIMIT DEGERI KAVRAMI

1.a) 19, b) l; 2.a) lim f(x)=—o0, lim f(x)=+00b) lim f(x)=+o0, lim f(x)=-oc) lim f(x)=-00, lim f(x)=+o0
5 x>l x—1* x—>-2" x—>-2" x—2 x—2"
¢) lim f(x)=-1, lim f(x)=1d) lim f(x)=0, lim f(x)=+o0dh) lim f(x)=1, lim f(x)=0; 3.a) 2, b) raksaktir, c) 2,
x—1" x—1* x>0~ x—0" x—0" x—0"

1
¢) iraksaktir, d) —= dh) 3%/b72; d)3;4. a)—% b)gc)ég) iraksaktird) 1, e) 2,f) 1; 5. a) 2, b)%c) 0,¢) +0d) 1, ve)O,

2J6
e)—é; 6.a)—2,b)-3,c)—1;
2. FOZNKSWONUN SUPERKLILIGI
2.a)0,b)1,c)-1;4. a=1;5 p=-3;

6.c=2,d=-3 ¢=2 e=2 o
d=-3 | R T . R |
—————
h(x) =x"+x (-1<x<2) d=.3 1
fx) = 2x'—3x+4, (2<x<o0) i
g(x) =1-2x-3x", (—=<x<-1)
4
2
h
R T IR TR T | 1 2 3 4 6 8
-2

3. EGRILERIN ASIMPTOTLARI

1. x = 0 dikey asimptottur, y = 1 yatay asimptottur; 2. x = -4 dikey asimptottur, y = 1 yatay asimptottur;

3. x = 1dikey asimptottur, y = x + 1 egik asimptottur; 4. x = 2 dikey asimptottur, y = x + 7 egik asimptottur; 5. x = 0 dikey asimptottur, y = 2 yatay
asimptottur; 6. x = 1, x = 2 dikey asimptotlardir, y = 1 yatay asimptottur; 7. x = 0 dikey asimptottur, y = x + 1 egik asimptottur; 8. x = -2, x = 2 dikey
asimptotlardir, y = -x egik asimptottur; 9. y = 0 yatay asimptottur; 10.y =-1, y = 1 yatay asimptotlardir; 11.y = (x / 3) - (1 / 2) egik asimptottur; 12.
y = 0 yatay asimptottur; 13. y = -2 yatay asimptottur; 14.y = (1 / 2) yatay asimptottur; 15. x = -2, x = 2 dikey asimptotlardir, y = 0 yatay asimptottur.
4. TEMEL FONKSIYONLARIN LIMITLERI. TEMEL FONKSIYONLARIN GRAFIKLERININ ASIMPTOTLARI

1. a) Yoktur, b) x = 0 dikey asimptottur, y = 0 yatay asimptottur, c) y = 0 yatay asimptottur;

2. a) Yoktur, b) Yoktur, c) Yoktur, ¢) Yoktur, d) x = 0 dikey asimptottur, y = 10 yatay asimptottur, e) Yoktur, f) x = 0 dikey asimptottur, g) x = 0 dikey
asimptottur, g) y = 0 yatay asimptottur, h) y = 0 yatay asimptottur.
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5. Ozel Limit Degerleri
4

1.a) ;, b)%z. a) 4, b),%, b#0;3.a)eb)e>4.a)e Ib)e’

TEKRARLAMA ALISTIRMALARI VE PRATIKTE UYGULAMA

13 . . . . 1 1 8 1
1.a)9,b) v 2.a))!1_r)1§gf(x)——oo, ll_r)rll_f(x)—+oo b) Xl_1)rg f(x)=—o0, xgrg f(x)=+00;3.a) > b) 1, c)gg)gd) 2, e)Zf) 2
1.2 1 1 2 1. 7 2 1 1 4. 4 2.1
——,8)=;4.3)3,b)-—,c)—= 5.a) =, b)-1,¢) 1;6.a) —, b) —, c) =, ¢) =, d) —e) ", 8) =
8) 3,g)s, a)3,b)-5¢ > a)3, )-1,¢)1; a)3, )4,C)5,c)2, )ze)e, )e ,g)e,g)e

8.a)igin x =2, x =3b) x € (—00,-2) U(-2,3)U(3,+%0)c) lirr;f(x)=+oo, 1in;+ f(x)=—0¢) lir?f(x)z—oo, lirgf(x)=+w

d) Ggten . o
) lg ) = 5—— :V
Hu{y=0, x=.2 x=3} 4 |

A .
(1)

9. a) x =-1 dikey asimptot, x = —1 yatay asimptot; b) x = 1, x = -1 dikey asimptotlar, y = 1 yatay asimptot; c) X = 0 dikey asimptot, y = —x egik
asimptot;

10.a) £(0,75) =100, £(1) =120, f(3,5)=180b) Yoktur; c) D, =(0,4); ¢) Evet;

d) “!" 1. r()_]z 2ot by
200 = x+2 3x20 4
—
¥
150 § g
Pzt
LN e —— 1
&
3 2 1 0 1 2 3 4
50
-1
X -2
-1 1] 1 2 3 4 ]
12. A 13. Mevcut degil; 14. a =0 ;15. a=3 1oby
5 a=3%
&
4
4
3
2
2 =
6 e 80 A T TR TR
1 .
\ £ 4
-2 = s | | 2 3 4
-5
-t
-8
Modiiler Birim 4: FONKSIYONUN TUREVi
1. BiR NOKTADA FONKSIYONUN TUREVININ TANIMI
1.2) 0.5, b) 0.791, ) 0.0033, ¢) -0.045; 2. 2)2, f'(— 1) =-2¢) —— \/_ 1'3) ——c) 3x2, f(=D)=3;

2 2 X [ — 1 "
3.a)5,b);c)6x+2g)—m;4.a)2 In2, f(0)—ln2b);r f(e)— zJ_ f(3)——

Ay

£'(0)=0; 5. ipucu: Tanimdan tiirev hesaplayin ve x’in uygun degerlerinde AlimOE = o0 oldugunu gosteriniz.
—

4x
¢ >,
1-x2
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2. TEMEL FONKSIYONLARIN TUREVININ BELIRTILMESI

’

1 1 1 1 1

1.a) 7x°, b) /_,C)Oc) —;2.a) 7" In7 b) c)—¢) - ;3.a)| — | In—,b) ,€) —sinx,¢)
x1n7 X sin’ x (2} 2 xIn3 s cos” x

1 ;5.a) 6" In6,b) C)ié/;,c)—

4.a) e*b) )1,
1—x2 1+x> 3 1-x

l+x2

’
2

3. BIR TOPLAM FARK GARPIM VE BOLUMUN TUREVI

1.5;2. 352 —4x+3;3. 3x2 =3, 4. 12x3—18x2+2x—4,~5.1—i;6. —i+12 ! ;8. 2x—2C0SX;

X2 X .2\/— \/—

9. 2cosx—4sinx; 10. 1 + £551n5: 11 4x3 Inx+x°; 12. 3x% cosx— x> sinx; 13. 2sinx + 2xcos x
cos”x sin“x
lZex . eX
14. 12x"e" tgx + x e  tgx + ;15. " arcsin x + ————; 16. 36x° —60x" + 8x* —30x? +24x -2
2 / 2
cos” x 1-x
2 2
: 1 xXP-2x-1 0 23X -2x-3 . xP40x-4 o —x"—6x-4
17. 2x —cos” x +sin® x ; 18. 19—y 20 ——— 2L — 22— ———;
X (x"+1) (x* =1 (x"—4) (x"-4)
4x—-4 x(gi N s
2. . 2¢osx .25, € (sinx+xsinx xcosx)l_zs. sin x x;27-2cosx—le"+ 7.
(x"=2x) (1-sinx)? sin? x I—cosx 2 2 +1
g L 1 6.3 1 .2 .30, _ € H+COSX+XSINX+XCOSX 39 6 .1 _ 12 .
,l ~/x3 X 4xt 1+sin(2x) x2e* 7Ux  xIn6 cos®x
2 ok B o
32, x’¢" (4sinx+xsinx+xcosx);33. = 10x+216;34. XCOSX—xSiX—¢ —SiNx, 35 cosx—xInxsinx—2lnxcosx,
2(x-5) x2e* i
2
X —x x - 1+2/;) (%—1)
36, € e gy e g dgx Inx- \/— Inx- gx 5 ( .40 7

2 2 «/; cos® x 2\/— 2xvx " eYx

4. BILESIK FONKSIYONUN TUTEVI

1. 15(5x=7)%; 2. ;;3. (2x—2)e" 254, 2 ; 5. 2 ; 6. ! ;7. ln(x+\/1+x2);8. sinx?* +4x* cos x*

23x—5 26-9 x(1-x%) X -1

2
9. 5x* cosx’; 10. Ssin® x-cosx; 11. —3cos’ x-sinx-cosx’ —3x7 -cos’ x-sinx’; 12. g ig'x ;13 18(x—34) ;
cos® x (x+3)
1gx xcos(\/1+x2) [ 2 32 9y —
14 ¢ .15 ; 16. 117, (2x—2)etg(¥¥ ~2x+2) ;18 _NX +1;99 8% 59 372203
cos? x N 2(1—x ) x 16—x* (X2 -1)?
91 —x2+2x—4;22. —x22—6x;4;23. 4x—4 .54 2008X .55 e"(sinx+xsinx—xcosx);
(x* —4)? (x*—4) (x* —2x)? (1-sin x)? sin® x

5. LOGARITMALI TUREVLE

1
1. —L2x1+i5 ln(1+%)+ 55 ;2. — ! 5 XHT ) ln(x+7j+ o ;3. —Lx/1+L In 1+L + ’ ;
X X X x +1 (x=2)"\x-2 x=2) x+7 x’ x x') X+l
1

4. _ ! [x+5jx+4[ln(x+5j+ ! ];5.(sinx)“"z"(sin(2x)-1n(sinx)+sinx-cosx);

(x+4)*\x+4 x+4) x+5
6 (sinx)c"”(ct x-cosx—sinx-ln(sinx))-7 Vx ;8. (Inx)"| In(Inx) + ! .9 [1—LT ln(l— ! J+L .
. £ ’ -?(l—lnx), ' Inx) x+1 x+1) x+1)
10. x”‘(x+1)(1nx+x—+1+Lj;11. X (2 Inx(inx+1)+x""); 12, Inx cosx(-lnx) . . (lnx))
x x4+l X xInx X

x+3 ( 1 ] 1 1 2 3
13. - - ; 14. _ - ;
c=DYx+2) \x+3 x=7 4(x+2) Yox+2y Y+ (2(x—1) 3(x+2) 4(x+3)
- a _xZ):eBx—l
sm3x

-COS X 2x T 2x—1 oy 5 3 2 1
_ _ _ . . x+1 ———.¢" -sin” x-cos” x| —m —+ — +2x+4ctgx—3tgx
[3 - tgx 3CthJ'16 SR 2(x+1)  2x—1 x+2 & &
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6. TUREV UYGULAMALARI, FONKSIYONUN TEGET VE NORMALININ DENKLEMI

- _1o 1 1 1 19 o136
1Lt:y==2x+3,n:y= Ex+§ 2. t:y= x+Z,3 tiy=2x——; 4a)A(5 Zj b)B(o,z),S.n.y——7x+—,

7
3/ 3/ 1
6.a)t:y=3,n:x=2b)t:y=xJ4+34, n:y 22 —72 ot:x=3,n:y=0;7.n:y=x——;8.a) k=4, kn:*Zf
e

b) k, =~/10, k, ——£ ;9.3) A(2,In2), b)B(E —ln2),10. A(1,0) ve B(1,~1);

7. FiZIKTE TUREVIN UYGULANMASI

1.a) 32m/s, 40m /s> b) 1120m /s, 232m/ s*;2.2) 29.43m /s, 9.81m/s* b) 9.81m/s, 9.81m /s 3-1s;
4. a) v(t) =2 —=12¢* +32¢, b) 4s; 5. 4s.

8. TUREV UYGULAMALARI, FONKSIYONUN DEGISiMi VE GRAFIGININ iNCELENMESI

FONKSIYONUN MONOTONLUGUNU INCELEME

1. a)xe (-eo, 0)iginartan, xe (0, +o°) igin azalan; b) xe (3, +e=) igin artan, xe (-e°, 3) igin azalan; c) xe (1, +e°)igin artan, xe (-e°, 1) igin azalan;
¢) xe (-o0, 2) igin artan, x € (2, +o) igin azalan; 2. a) x € (0, 2) igin artan, x e (-o°, 0) U (2, +o°) igin azalan; b) x € (-e=, -2) U (3, +°) igin artan, x
€ (-2, 3) igin azalan; c) x e (-2, 0) U (2, +o°) igin artan, x e (-oo, -2) U (0, 2) igin azalan; ¢) x € (-o°, -2) U (3, +=°) igin artan, x € (-2, 3) igin azalan;

1
3.a)xe (-0, 0) U (2, +o°) igin artan, x e (0, 1) U (1, 2) i¢in azalan; b) x e (-1, 1) i¢in artan, x € (-oo, -1) U (1, +°°) igin azalan; c) X € (_E’ZJ icin
1
artan, x € (_OO’_EJU(Z’-H)O) icin azalan; ¢) x € (0, +o°) igin artan, x € (-o°, 0) i¢in azalan; 4. a) x € (-o, -1) U (1, +o°) igin artan, xe (-1, 1)

icin azalan; b) xe (0, 2) igin artan, x e (-e°, 0) U (2, +o°) igin azalan; c) xe (-oo, -1) U (1, +o=) igin artan, xe (-1, 1) igin azalan; ¢) xe (-1, +e°) igin
artan, x e (-oo, -1) igin azalan.
FONKSIYONUN EKSTREMUM DEGERLERINi iINCELEME

1

22
1. a) A(-7, -14)’te maksimum, B(-1, -2)’de minimum; b) (-1, -2)’de ma ksimum, (1, 2)’de minimum; c)(—g —Ejde maksimum, (1, -2)’de mini-

mum; ¢) (1, 1)’de minimum; d) ekstremum yok; e) (_1,7j ‘de maksimum, (3, -9)’da minimum; 2. a) (-1, 2)’de maksimum, (-5, 10)’da minimum;

b) (-1, 2)’de minimum, (1, 2)’de minimum; c) (1, 2)’de maksimum, (—g Ej’de minimum; ¢) (1, 1)’de maksimum; d) (3, 4)’'de maksimum, (1, 0)'da

minimum; e) (-1, 5)’te maksimum, (3, -27)’de minimum; 3. (2, -3)’'te maksimum, (8, 3)’'te minimum; 4. (2, 7)’de maksimum, (0, -1)’de minimum.

FONKSIYONUN KONVEKSLIK VE KONKAVLIGINI INCELEME, DONUM NOKTALARI

1 1 1 2
l.xe (—oo,gj icin konkav (asagi dogru), X € (g,%ﬂj icin konveks (yukari dogru), donim noktasi P(E’E} 2.x€e (700,1) icin konkav (asagi

dogru), xe(l +OO) icin konveks (yukari dogru); 3. a = 3; 4. D6niim noktalar P(l 1) [ 2+\/_ 1+\/—j }73[_2_\/37,#} Dogru
denklemix—4y +3=0.

FONKSIYONUN AKISINI INCELEME VE GRAFiGiNi CizME

f(x) = =2x+3x-1 3y f(x)=x2+1
A=(0.43,0) x—1
=(0,-1) 2 B=(0, -1)
H={ H={y=x+1,x=1}
P =(0.67, 0.41) 1 E,=(-0.41, -0.83)
=(2.41, 4.83)
A

e il 0{1 2 3
-1
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) f(k)=H of 2.2) ﬂx]_ﬁ—z:—z Z
3 2 2 x
B=(0,0.25) O e
H={y=0,x=-2,x=2} r: :-:fa;‘x e 4
e A=(0.73,0)
2 L B=(273,0) 3 2
E__A 3 __-'-\ /-"__ "
2 0 W T s -4 -2 A B 4 [
_2 [
= -4
b) <)
f(x) = - +3x—2 i by f(x) = x*' =42 435 byt
n=g I n=g
P=(0,-2) P,=(1.71, -2.66) L
E,=(-1,4) L P, =(0.29, 0.16)
E,=(1,0) E, = (2.37, -4.85)
A=(-2,0) A E, £ E, =(0.63, 0.35)
i # ¢4 E,=(0,0) P 5
A=(3,0)
-
3.a) oy b) 1—x A
) = a'y =21 xl by
H={y=1,x=2} X+ 2
A=(0,0) n={y=-1}
B=(4,2) 4 A=(1,0) E
B P, =(0.58, 0.5) P, Py
{ P, =(-0.58,0.5) A B X
A x B=(1,0) [ g A0 1 2 3
2 0 4 8 E=(0,1) 4,
i '
-2
4
c) 4.a) x—1 sy
2 i flx) = ——
f(x):x+21+3 Ly Z i=o—3
. ¢ M={y=1,x=2) 3
M={y=x+2x=0} E, oo A=(1,0)
E, = (1.73, 5.46) e TS B=(0,0.5) s e
E, =(-1.73, -1.46) c=(3,2)
B=(0, =) 2 e 1
F ‘——f—--__‘B
Pl \ﬁ X
-4 ‘t'—Z 0 2 4 -1 o 1 4 3 4
rad E-|
e 2 et
-2
b) c)
. aNEd aly 3x by
:‘("]U' iy X)) = a3 2
a0, 2, i S
E,=(0.73, -0.61) 2 :[y1"42} 108 | Ez P
E,=(-0.73,0.61) 4 ,=(-1.41, 1.06) | 1
E,=(141,1.06) | e
0] ot ] ’ ! 2 %
2 P,=(0,0) i S PR S i 5 -
e P, =(-245-092) [ Py E 4
P, =(2.45,0.92)
" ! 18!
|
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5.2) f(x) = (1-x®) e* hy b) fix) =%xe™ zhy
1=y =0) E M={y=0)
E, =041, 125 NP E=(1,0.37) e
E?={2.41. -0.43) \A A= {0, 0} A P
P, =(0.27,0.71) X P =(20.27) X
P,=(3.73, -0.31) Tem s YRl Freres = & B 35 1 HRRn, e e
A=(1,0) - 2 2
B=(1,0) -1
c=(0,1) -
-2
-
) fx) =& by
1={y=0}
E,={0,0) 3
E, =(-2,054)
P, =(-3.41,0.38) 2
P, =(-0.59, 0.19)
P, E 1
i P, i
- -4 -3 -2 -1 0 E2 1 2
-

6.a) D=R{1,3}; b)A=(0.75,0); c)B=(0,1); ¢)xe (o2, 0)U(1.5,3)U (3, +°)igin artan, xe (0, 1) U (1.5) i¢in azalan; d) xe (-e=,-0.85)U(1,3)U
(3, +o°) icin digbtikey, xe (-0.85, 1) igin icbtikey; e) B(0, 1)’de maksimum, C(1.5, 4)’te minimum; f) D =(-0.85, 0.9); g) f(4) =-4.33;8)x=1.5; h) ne
Giftnetek; 7.a) D, = R\{—ﬁ,ﬁ} 6); b)A=(0,0); ¢)B=(-3,-45); ¢)xe (-o0,-3)U(3, +o0) igin artan, x & (—3,—ﬁ)u(—ﬁ,ﬁ)u(ﬁ,3)

icin azalan; x € (—w,—\/g) U (0,\/5) icin disblkey, x € (—\/5,0) U(\/§,+OO) i¢in igbukey; e) B(-3, -4.5)"te maksimum, C(3, 4.5)"te minimum;
f)A=(0,0); h)f(4)=4.92i)tek;

9. EKSTREMUM PROBLEMLERINiI ¢OZMEK iCiN TUREV UYGULAMALARI
27 27

13
1. 21ve2l; 2.—ve—; 3.9ve9; 4.Kenari— olan kare; 5. Kenari E olan kare; 6.12m kenarli 8 rahleli kare;
7. Kenarlari 5\/5 olan ikizkenar dik tiggen; 8. Kenarlari 4cm ve 1,5cm, alani 3cm? olan dikdértgen;

3

8
9. Yarigapi 3cm, ylksekligi 6cm olan eskenar silindir; 10. 7 = gcm , h=2cm, V= 128 Tem

% .; noktasinda.
9

342
12. Kenari 6¢cm olan kare, V = 3888cm?3; 13. [T\/_,\/E], 14. P=

TEKRARLAMA VE PRATIKTE UYGULAMA ALISTIRMALARI:

1. 12x2—x+3;2. 5 ;3. 5 ;4.
2(x+3)J(x—2)(x +3) Bx=2)(x+1)

e3x(3sin(x2+1)+2xcos(x2+l))i5‘ y=4;6.y=—x+1;

1 10
7.v=5'2)=8;8a=5"1)=20;9.t: y= —x+?ve n:y=-3x-10; 10. x € (—O0,0)U(O, +OO) icin azalan; 11.(0, 0)'da maksimum, (2,

-8)’'de minimum; 12. x € (—00,1) icin disblkey, x € (1,+oo) icin igblikey. Do6niim noktasi (1, -2);

13. 1 14. () =>—ax $+5x -2
= X3 S = y
f(x) = x3 Y E, =(1.67,-0.15) i
A=(0,0) 1 E,=(1,0) .
P =(1.33,-0.07)
A=(2,0) EL P A X
é B=(0,-2) T 11“5? 3
2 1 1 2 o
2
f B
f

15. 30 ve 30; 16. 40 ve 40; 17. 50 ve 50; 18. Kenari 11cm olan kare; 19. Silindirin yarigapi 2;, yuksekligi %; 20. Koninin yarigap!i R\/E, yuksekligi

4R. Hacmi 8_”123.
3







